Chapitre 5 : Le symbole X

I Généralités
A) Définition

Définition :

/C-|n

Soit (a,,a,,..a,)e C

n
On note Zai =a, +ta,+..+a,

i=1
Noté aussi Zai ou Zai .
ie{l,2,..n} 1<i<n

Plus généralement :

Si (a,),, estune famille de complexes indexée par un ensemble fini 7 quelconque,
z a, désigne la « somme des a,, i décrivant / »
iel

(Se donner une famille (a,),, indexée par /, c’est se donner pour chaque i€ / un
complexe a, ; cela correspond a une application de / dans C. Cela peut servir pour le

repérage)

Cette définition est possible parce que + est associative et commutative. Par
exemple, on peut définir aussi Hai (produit des a,), mais on ne peut pas définir A g,

iel el
comme étant la différence des a, (dans quel ordre les prendre ?)
On convient que Zai =0,et Hai =1.

ied ied

B) Premiéres propriétés

* Si(a,),, et (), sontdeux familles indexées par un méme ensemble fini / :
Zai +b, = Zai +Zbi
iel iel iel

e SiJetJ sont deux ensembles finis disjoints, et si (a;),.,, est une famille de

complexes indexée par [ UJ :

Sa,=Ya+Ya,

ieluJ iel ieJ

e Si (a,),, estune famille de complexes indexée par un ensemble fini 7, et pour
AeC:

Zﬂai :lZai

iel iel
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C) Exemples

e Onavu: Zi=@
i=0

o >2i+3=2)i+Y 3=n(n+)+3n=n(n+4)
i=0 i=0 i=0

6
Démonstration par récurrence :
- Vraipour n=0
- Sic’estvraipourn :

n+l n 2
Zl,z :Zl,z F(n+1) = n(n+l)6(2n+1) F(n+1) = 2n +67n+6(n+1)
i=0 i=0

. iiz _ n(n+1)(2n+1)

_ (n+1)(n+2)(2n+3)

6
Ce qui acheve la récurrence.

. Zn:(.’aiz+2i—1):3Zn:i2+ZZn:i—(n+l): )
i=0 i=0 i=0

_ n;l(n(2n+1)+2n_2)= (n+1)(n+22)(2n—1)

nnADCRED sty = (1)

II Sommes « doubles »

On s’intéresse ici au cas Zak lorsque la famille (a,),., est indexée par une partie
keK

finie K de NxN.
Autrement dit, les indices dans la somme sont des couples d’entiers.

Pour k=(i,j))e K, a, =a , estnoté a, ; ouméme a;.

On s’intéresse donc a une somme du type Zai’j ou K est une partie finie de .

(i.j)eK
A) Un cas particulier simple

K= Hl,n ]XHI, p|] On note alors :

Zaiqi = a, ; =«somme des a, ; pour i entre 1 et netjentre 1 et p ».
(i,))ek ie hl,n”

JjelL.p|

Alors :

Da, =(ay +a,+.+a,)+(ay, +ay, ¥ota, )+t (a,, +a,,+.Fa,,)
(i, j)eK

$(5e 5[5

=1\ j=1 J=1
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Visualisation :
iyl 1 2 3

1 Ay | Gy | ;3

2 Ay | Gap | Qa3

3 A3 | G3n | Q33

Convention habituelle :
Dans un tableau, a, , est sur la ligne n°x, la colonne n°.

n V4 P n
Ainsi, faire Z( a; J, c’est sommer par ligne (et Z(Z a; jj par colonne)
j=1

i=1\J j=1 \li=l

B) Deuxiéme cas particulier

K={Gj)e NxN,1<i< j<n}

Zai,j = Zai,j =(a, +a,+..+a,,)+(a,, +..+a,,)+..+(a,,,, , +a,,,)+a,,
(i,j)eK (i,7) tels que
1<i<j<n

S5 s

i1\ j=i =

C) Cas général

Remarquons que K est une partie finie de NxN. Il existe donc Ne N tel que

K < [o, MJx[o, v].

J

5

41 o ° °

3

21 e ° °

1 ° °

0] 12345 i
(L’ensemble des points représente K)

>a, :i(ZauJ ou 4 ={je N, )e K}
(i.))eK i=0 \ je 4,
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Ici, 4, =0, 4, ={2,4}

N
De méme, Y a,; :Z(Zaw_] ou B, ={ie N,(i, j))e K}

(i,))ek Jj=0\ ieB,

III Changement de variable

Proposition :
Soit (a,),., une famille de complexes indexée par un ensemble fini /. On suppose que J
est un autre ensemble fini, et que ¢ est une bijection de J sur /.

Alors Zai = Za o) - On dit qu’on fait le changement de variables « i = @(j) ».

iel JjeJ

Justification :
Les ¢(j) pourj décrivant J donnent tout les i de / (car ¢ est surjective) et chacun une

seule fois (car @ est injective). Les termes des deux sommes sont donc les mémes a 1’ordre
pres.
Exemple :

n+l

Zn:(kﬂ)z =y

IV Exemples classiques

2 minG,j)= D | > min(i,j)
I<i<n 1<i<m\ 1£j<n
1<j<n

= > D min(i, )+ Zmin(i,j)}( Y min(i, j) = 0 pour i = n)

1i<m\ 1< j<i 1+i< j<n 1+i< j<n
.. .2
=¥ T+ |- 2 x| 3 S ixne )
I<i<n\ 1<<i 1+i< j<n I<i<n 2 <= 2 2
+Dn(n+1
:_l’l(l’l+1)(2l’l+l)+(n 2)11(11 ) :n(n+1)(2n+1)(_L+l)
12 2 12 4
_n(n+1D)2n+1)
6

* Calcul des sommes §, = Zk” ; on sait déja que :
k=1

S,=n
S, = n(n+1)
2
n(n+1D)(2n+1)
S, =——""-—=

6
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Ona:

., D +2D k4D 1=8,+25 +(n+1)
Z(k-l—l)z - k:(]) k=0 k=0
k=0 Dt =8, +(n+1)’

i=0

Dioi1 S, +28, +(n+1)=S, +(n+1)?, etainsi, S, = ”(”2+ D
" S, +38, +38, +(n+1

Deméme : 3 (k+1) =40 o2 (n )’ dol S, = n(n+1)(2n+1)
pamy S, +(n+1) 6

Et:
S, +4S,+6S, +4S, +(n+1)

;(kﬂ) :{54 +(n+1)*

Donc :

S,+(n+1)* =8, +4S,+6S, +4S, +(n+1)

45, =(n+1)* —n(n+DQ2n+1)—-2n(n+1)—(n+1)
4S5, =(m+1)(n+1)° —n2n+1)-2n-1)

48, =(n+1)*((n+1)’ =Q2n+1)=(m+1)°n’

2.2
s, :(n+1) n
4

Pour obtenir S, en connaissant les précédents, on fait de la méme fagon...
® Produit de sommes :

(Zai}{ Zb‘,} =(a,+a,+..+a,)(b +b,+..+b,)
1<i<n 1<j<p

=(ab +ab, +..+ab,)+(a,b +a,b, +...+a,b,)
+..+(a,b +ab,+..+ab,)

= i[iaib/J = ab,
i=1 \_j=1

(i,j)e[‘l,n‘ Hl,p”
® Produit de deux expressions polynomiales :

{ Zaix’jx dbx =Y abx™
1<i<n 1<j<p I<isn

1<j<p
= > a;b,x""/ | regroupement selon les puissances de x
0<k<n+p (i,j)enl,n‘ [‘l,p‘]
telque i+ j=k
= Z E ab, x" | Onpose C, = E ab,
0<k<n+p (i,j)enl,n‘ Hl,p‘] (i,j)enl,n‘ Hl,p‘]
i+j=k i+j=k

= Z(Ckxk)

0<k<n+p
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e Somme de termes en progression arithmétique :

On s’intéresse a S, = Zak lorsqu’il existe 7 tel que Vk e {l,..n},a, =a,_, +7.
k=0

. 1 .
A retenir : |S, = nombre de termes XEX somme des extrémes|.

En effet: Vke {0,..n}a, = a, +kr
Et Vke{0,..n}a, +a, , =a,+kr+a,+(n—kyr=a,+a, +nr=a, +a,

S,=a,+ a, +.+a,
t ¢ vog

S, =a,+ta,,+..+a,
Donc 28, =(n+1)x(a, +a,)
n+1)(a,+a
Done s, = D@+ a,)
2
e Somme de termes en progression géométrique :

On s’intéresse a S, = Za . lorsqu’il existe g tel que Vk e {1,..n}, a, =qa,_,

k=0
(n+1)a,sig=1
A retenir : [S, =9 4,4 —lao sig#1
q-

Le casou ¢ =1 est trivial :

S, :iak :iao =(n+1)a,
k=0 k=0

Sinon, pour g #1 :
S =a,+qa,+q’a,+..+q"a,

2 3 +1
qS,=qa,+q a,+qa,+..+q"a, =S, +a,, —a,
—

n+l

Donc (¢—-1)S, =a,,, —a,
[)OIlC :;n ::flﬂiL::fﬂl
qg-1
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