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"�	 ������	 ������	 �������	 #	�	 ���	���	 ������	 �$% +ε 	 ���&�	'(��	 ����&���	 ε 	 ���	
 �'�	��	'(���	���	�)�����	*	+��	#	��	������	 �$% �� 	'�	 �×ε 	�������	��	���&���	 ��+ 	'�	

ε 	 ��������	���	�)��&��	��� ����	�	
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��	ε 	���	��	������	������	�������	#	���	
� /�	'��	+��	�	���	�(������	 ��������	'��������	'�	ε 	0	
� 1��	���&����	'�	ε 	����	�������	'��	������$	��	���)	'�	�	'��	 �������	0	
� ��	�	���	'�	'�&������	�����	�$	��	'��	+��	ε 	���	'�	'�&������	�����	�!	
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����	ε 	��	������	������	�������	#	�!	
����	���+��	 ��∈ $	�(�����������	'�	 ε 	'���	 ε 	+��	#	�	�������	 �� + 	���	�������	

��	�����������	'�	 ������	�$	����	��	��������	
�	 !	1��	�)��&��	%
�$	%��$	%-�	�� �������	�����	
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����	ε 	��	������	������	�������	#	�!	
����	'�����	'��)	������	�	��	�	'�	 ε $	�(���+��	 ������	���	+��	 ��� += 	���	����	

�� !	1��	�����	�)��&��$	6�����	#	�����	'���������$	'������	�����	���	���������	��� ����	�	

���������� =⇔+=∈∀∈∀• $$$ ε 	

�(���	��	�����	��	'���������	'�	 �� $	��������	��7��	#	�(�)��&�	%-�!	

�	����$	�(�)��&�	%
�	'����$	��	�����������	�	 .$$
�

=⇔=∈∀ ������ ε !	

• 8�������	'�	�������	�	 �
�
��
�� =+∈∀ $$$ ε !	

�	�����$	'(�����	�(�)��&�	%��	�	 
�
��
����
��� =+=++=++ �%�% !	

������ −=∈∀• $$ ε 	0	��	�����$	 .
�

==+ ������ !	
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/�	�����'���	��	��� 	�	'�	'�&������	�$	���	����	 �$% ��
��
	'�	�	��	 ε 	��	����	%���	��	
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)�&���	�	��	�	���	��	��� $	�����	�	���	���������&���	��	������	������	�������	#	�$	
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����	��	����������$	ε 	'������	��	������	������	�������	#	�	'�	'�&������	�����	�!	
	

��	�����������	
	

����������	�	

"�	������	'�	 ε 	���	��	������	 �$% �� �= 	���&�	'(��	�����	�	'�	 ε 	��	'(���	����	
�$!!!$$% �
 ����=� 	'�	�!	

�����'�����	��	������	 �$% �� �= 	'�	ε $	� ��	 �$!!!$$% �
 ����=� !	

1�	�����	�	���	������	�������	'�	������$	��	���	 �������	 ���� $!!!$$ �
 	����	�������	���	

 �������	'�	����	'�	������!	����	 ����	�����	�	'�	 ε $	 ���	��&��������	'�	 ������	�� 	

'���	 ��	 ����	 �	 ����	 ��������	 ���	 ����'������	 '�	 �	 '���	 ��	 ������	 �!	 �����$	 ���	

����'������	 ���� $!!!$$ �
 	'�	�	'���	�	���	�������������	���	�(�������	�	

���������� +++= !!!��

 !	1���+�(��	�(=	�	���	'(�&����>��	���	��	������	�$	��	
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�	�����$	 ���������� −=+= 	
1��	 ������	 �����	 �������	 ���	 �����	 ����'������$	 ��	 ����	 �����	 '������	 ��	 ������	

'(�+������	'���	��	������	�	

��	 �	 ���	 ���	 ��������	 ������	 '������	 ���	 ���	 ������	 �	 '�	 �
� $	 ��	 ������	 '�	 ε 	

'(�+������	 .�$!!!$% �
 =����� 	'���	�	 ���	���	'���������	 �(����&���	'��	������	�	'�	 ε 	
'���	���	����'������	 �$!!!$% �
 ���� 	'���	�	 ��������	�		

���� � ∈�$!!!$% �
 	��	 .�$!!!$% �
 =����� !	
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������	 �$% �� �= 	��	 �<$<%< �� �= 	'��)	�������	'�	ε $	����	�	��	&������	'�	�������	
'�	�	#	�($	��	����	�	��	�������	'��	����'������	'�	�(	'���	�!	�����	��	�	���	��	�����	'�	

ε $	 ��	 �	 ���	 ��	 �������	 '��	 ����'������	 '�	�	 '���	�$	 ��	 ��	 <� 	 ���	 ��	 �������	 '��	

����'������	'�	�	'���	�($	��	�	��	��������	�	 <���� += !	

��&����������	�	

<� 	���	��	�������	'��	����'������	'�	 ��< 	'���	�($	'���	�����	���	���&����	'�	

������&���	'�	����$	 <�� 	���	��	�������	'��	����'������	'�	&;&�	 ������	 ��< 	'���	

�$	��	��&&�	 ������ << += $	��	�������	'��	����'������	'�	�� 	'���	�	���	'���	
<���� += !	
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����	��	����������$	ε 	'������	��	������	������	�������	#	��	������	 ��������	�!	
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3�����&�	��	'���������	�	

����	 �$!!!$% �
 ���� 	���	��&����	'�	�	������	'�	 ε $	��	����	 �$!!!$% �
 �λλλ 	���	��&����	

'�	�	�����	'�	��&&�	���	�����!	�����	��	�)����	��	���+��	�����	�	���	+��	 .
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��	���	������	��	���=������	'��	������	���'����	 [ ]��� �� $
�$$% ∈λ !	

��&����������	�	

����	�	��	�����	+������+��	'�	ε !		
�����$	����	����	�����	�	'�	ε $	��	�	�	
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8�&��+��	�	

4�	 �������	 '�	 �����	 '�&����������	+��	 ��	 .
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�λ $	 �����	 �(�����������	+��	 #	 ����	

�����	�	'�	ε 	�������	 �
≤≤ ��

����



λ 	���	���������!	
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�(����'$	��	��&��+��	+��	��	���&���	%
�	�������	�����'�&&���$	 ������	����	����	

�����	 �	 '�	 ε $	 ���&��	 '(�������	 ����&���$	 ����+��	 ε 	 ���	 '�	 '�&������	 �����$	 ���	
����'������	'��	 �$% ��� λ 	#	�(��'�	'��	����'������	'��	 �� 	'���	��	������	'(�������	�!	

8�&��+����	'�	����	+��	�����	 ���&���	&�����	+��	 ��	���=������	'��	 �$% ��� λ 	���	

��������	����+�(��	&�'����	�(��'��	'��	 �$% ��� λ $	��	�����	����+�(��	&��������	����	���	 �λ 	
���	��	&;&�	 �����������	 ���	 ���!	/�	����	 �����	 ��	 ��&����	 ��	 ���	 �9	 ���	 �λ 	 ����	 '�	
��&&�	
!	

	

�����������	%@	��������� ���	A	'�	���=�������	�	

����	 [ ]��� �� $
�$$% ∈λ 	���	��&����	'�	�	�����	���'����	'�	ε $	� ��	 .
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≤≤ ��

�λ !		

���������	+��	�	���	��	������	���	+��	 �� <≤
 	��	 .



≠�
≤≤ ��

�λ !	

/�	�����'���	�����	��	���=������	�	'��	 [ ]��� �� $
�$$% ∈λ !	

�����	 ��	 ���=������	�	 '��	 [ ]��� �� $
�$$% ∈λ 	 ���	 �����	 �����	 '�	 �$%



�
≤≤ ��

�� λ 	 ��	 '��	

[ ]���� �� $
�$$% +∈λ !	
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ε 	'������	���6����	��	������	������	�������	#	��	������	 ��������	�!	
	

��	B����������	
	

����������	�	

����	�	���	������	'�	 ε !	/�	'��	+��	�	���	��	�����������	������	'�	 ε 	����+��	�	���	
���	  �'�	 ��	 ���	 ������	 ���	 @	���=����������	A$	 �<����#�'���	 ����+��	 ����	 ���=������	 '�	

������	'�	�	���	������	��	�����	'�	�!	

5������������	��	'�&������	�	�	

� ��	��	�������	��	�����	 '�	 ε $	 ����	���=������	'�	��	�����	���	 ������	 ��	�����!	
����	�	���	��'���	#	��	���������!	
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�������	 	 ����	C	���	��	

	

� ��	��	����'	'��)	������	�	��	�	'��������$	��	'���	� ���	�����	��	'�����	+��	�����	

���	���	'��)	������!	%��	�� ����&���$	��	��	�=���&�	'�	������	���	���	��	'�����$	��	

���=������	=	���	�����	������!	

	
4��	�	

����
�

-= !	����	�	���	���=������	'�	 �$%
�

−� 	��	 �$%

�
-� 	%��	 �
$% −� 	��	 �-$%� �	�	

�%-� ������ += $	����	 .-
�

=+− ���� 	

� � ��	�����	������$	��	�������	���	'�����	��	��	����	%���	'�����	��	���	 �������	

���&��	���	���	�����	������	����	����	'��)	#	'��)�!	

�����������	�	

����	�	��	�����������	������	'�	ε !		
�����	 �(����&���	 '��	  �������	 �� $	 �	 ��	 �	 '���� ���	 �$	 ���	 ��	 �����������	

 ��������	'�	�$	������	��	'��������	'�	�!	/�	��	����	 �%'�� � !	

�����$	 ��	  ������	 ����&���	 +��	 �	 ���	 ��	 ������	 ������	 �������	 #	 �%'�� � !	 %1��	 -	

�)��&��	 #	  �������	 ����	 '��	 ������������	 '�	 ���)	 ���������'���	 '���	 ε $	 ��	 ���	
������������$	 ��� ∈+×∈∀ ����

��
�$%'���$% �	

��&����������	�	

D�����	 { }�∈= ����� $$ !	

�����	'�6#	�	��������	��	 ������	���$	���	 ��=.
�

$	�9	�	���	��	�����	+������+��	'�	

�$	+��	���	���	 �'�!	

������	 ��� ∈$ $	��	 �∈λ !	/�	�����'���	 �∈�
�� $$$ 	����	+��	 ��� = 	��	 
�� = 	

����	 ε∈� 	���	+��	 ���� λ+= !	�����	 ���
��
����� λλλ +−=+= !		

����	�	���	���=������	'�	 �
$%� $	 �$% λ−
 	��	 �$% λ� $	'���	 �∈� $	����	 ��� ∈+ λ !	

)�&���	��	'�&������	�	�	

	
3�����&�	�	

����	�	��	�����������	 ��������	'�	�$	��	����	�	��	�����	'�	 ε !	�����	��	�)����	��	��	
��	����	�����������	������	'�	 ε 	���������	�	��	'�	'��������	�$	�(���	�(����&���$	+�(��	
����	 �� + $	'��	������	 �� + $	�	'���� ���	�$	��	������	�(����&���	'��	������	�	'�	 ε 	
����	+��	 ��� ∈ !	

��&����������	�	

D�����	 �� +=� !	E�������	�����	+��	�	���	��	�����������	������	'�	 ε 	�������	
���	�	��	'�	'��������	�!	

� ��6#$	�	��������	�	���	 �∈.
�

!	

� �	 ���	 ��	 �����������	 ������	 '�	 ε $	 ���	 ��	 �	 ���	 ��	 ���=������	 '�	 ������	
[ ]��� � $
$ ∈ 	'�	�$	�����	 �� 	���	��&��������	��������	'��	 ��� $	+��	����	'���	

�!	����	 ��� ∈ $	'���	 �∈� 	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	F	���	��	

	

� 1�	'��������	'�	�	���	���	��	�����$	��	�	��	�	����	'���	�$	�����	 �%'�� �∈�� $	��	

������� ∈−= 	 %'���	 �⊂�%'�� � �$	 ��	 �� ����&���$	 ����	 �� ∈ $	

��� += 	���	'���	�	'���	 ��� = 	���	'���	��	'��������	'�	�$	'(�9	�(�������!	

���������	&���������	+��	�(	 ���	��	 ����	 ������	 ������	 '�	 ε 	 ���������	�	 ��	 '�	
'��������	���	

� ��6#$	 �� ⊂< $	����+��	��	 <�∈� $	�����	 ��� ∈ $	'���	 �∈� 	

� ������$	 <�� ⊂ !	 �	 �����$	 ��	 �∈� $	 �����	 ��� ∈ $	 '���	 �
�� = $	 �9	

<$ �∈
� $	��	�����	 ���
�� −= $	'���	�	���	��	���=������	'�	 �
$%� $	 �
$% −� 	

��	 �
$%
 !	����	 <�∈� 	

�(�9	�(�������$	��	'���	�(�������!	

8�&��+��	�	

��	�	���	��	�����������	������	'�	ε $	�	��	�����	'�	�$	�����	 { }�� ∈= ��� $�%'�� !	

�	�����	�	

�����	��	������&�$	��	��	����	 �%'�� �=� $	�����	 { }���� ∈∈= $ε� !	

��	 �� ∈ $	�����	 �∈+= ��� 	����+��	 ���� ∈= !	����	 ��� = 	� ��	 �∈� 	

��	�	�(�����	 ��� = $	�9	 �∈� $	�����	 �� =∈ �%'�� � 	���	 �∈��$ !	

5����������	�	

"�	 �����������	 ������	 '���	 ��	 '��������	 ���	 '�	 '�&������	 �����	 �	 ���	 '��	 '�	

'�&������	�!	

"�	�����������	'�	'�&������	
	���	������	���	'�����	������$	��	��	�����������	'�	

'�&������	�	���	������	��	����	������!	

"�	�����������	������	'�	'�&������	.	�(���	����	'(�����	+�(��	���������!	

	

	

2�	����������&�	��	���������	�����	'��)	������������	�������	
	

�����������	�	

������	�	��	�	'��)	������������	�������	'�	ε $	'�	'���������	�������� ��	�	��	�!	
��	 �� ⊂ $	�����	 �� ⊂ !		

4� ����&���$	��	 �� ⊂ 	��	 �� ∩ 	���	���	 �'�$	�����	 �� ⊂ !	

�	�����	�	

������	�	��	�	'��)	������������	�������	'�	ε $	������	 �%'�� �=� $	 �%'�� �=� !	

• ��	 �� ⊂ $	�����	 { } { } ���������� =∈⊂∈= �� $$$$ 	

• ��	 �� ⊂ 	��	 �� ∩ 	���	���	 �'�	�	����	 �� ∩∈� !	

�����	 { } { } �� =∈∈⊂∈∈= �������� $$ εε !	

	

���)	������������	�������	����	'���	����������	%��	����	�����	����+�(���	���	��	&;&�	

'��������$	 ��	 ����	 ��������&���	 ����	 '���	 ����������	 %��	 ����	 �������	 ����+�(��	 =	 �	 ���	

���������	�����	�����	'���������!	/�	����	��� ���	��	���&�����	'�	��	���	��������	�	��	���	

�)�&���	 ��	 �����	 '(��	 ����	 ��	 '(���	 '�����	 ����������$	 ��	 �(����	 ����	 � �'�&&���	 '�	

����������&�	��	����	������!	

4�	 �������	 '�	 ��	 �����������	 �����'����	 +��	 ��	 '��)	 ������������	 �������	 ����	

����������	��	����	����$	�����	���	����	����	'��6�����	����	����)!	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	G	���	��	

	

/�	��&��+��	�����	+��$	��	'�&������	�����$	���	���������	�����	'��)	������������	

�������	'�	&;&�	'�&������	�����	�	�&���+��	����	�������!	

�	�����$	��	�����'������	���	&;&��	���������	+��	'���	��	�����������	�	

��	 �� ⊂ $	�����	 �� ⊂ 	0	��$	 ��� == �'�&%�'�&% $	'���	 �� = !	

����	 �� ⊂ $	��	 ∅≠∩ �� 	%���	�	���	���	 �'�	��	 �� ⊂ �$	'���	 �� ⊂ !	

	
	

��	4�����������	�����	'��)	������������	�������	
	

�����������	�	

������	�$	�	'��)	������������	�������	'�	ε $	'�	'���������	�������� ��	�	��	�!	�����	
�� ∩ 	���	����	 �'�$	����	��	�����������	������	'�	ε 	'�	'��������	 �� ∩ !	

��&����������	�	

���������	 ∅≠∩ �� !	

����	�����	 �� ∩∈� !	�����	�	

{ }���� ∈∈= $ε� 	

{ }���� ∈∈= $ε� 	

����	 { } { }BH$��		$ ∩∈∈=∈∈∈=∩ ���������� εε�� 	

/�	 �������I�	 ��	 �����������	 ������	 '�	 ε 	 �������	 ���	�	 ��	 '�	 '��������	 ��	 �����
������	 ��������	 �� ∩ 	'�	�!	

�����������	%���������	'�	��������	���	���	�������	#	��	�����������	�����'�����	�	

������	�$	�	'��)	������������	�������	'�	ε $	'�	'���������	�������� ��	�	��	�!	
• ��	 { }.=∩�� $	�����	 �� ∩ 	���	����	 �'�	����	��	���������	

• ��	 ��� =+ $	�����	 �� ∩ 	�(���	���	 �'�!	

• ��	 �� ⊂ $	�����	 �� ∩ 	���	 �'�	��	 �� ⊂ !	

��&����������	�	

• ��	 �� ∩ 	�(���	���	 �'�$	�����	�(���	��	�����������	 ��������	'�	'�&������	��	

'�&������	'�	{ }. $	�<����#�'���	'�	'�&������	.!	
• ���������	+��	 ��� =+ !	

������	 �� ∈∈ �� $ !	�����	 � �
��

����
∈∈

+= ��
!	

����	 ��

�+= !	�����	 �∈
 !		

E���	 �%�%�%��%% ������������

���� −+=−++=−++=+= !	

����	 �∈
 !	
�∈�

�∈�

	
• �(���	��	�����������	 ��	'���	��	����	����������	�����'���!	
	

4�	�������	'�	�����	�����������	+��	��	�	��	�	����	'��)	������������	�������	'�	ε 	'�	
'���������	������&��������$	�����	 �� ∩ 	���	��	���������!	

	

	

	

	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	�	���	��	

	

��	+�������	��	����&�������	��	'�&������	�	��	-!	

�	�	'�&������	�	

	

4��$	 ε 	 '������	��	 ������	 ������	 '�	 '�&������	 �$	+�(��	&����	 '(��	 ������	
��$%$% ���
��

=� 	%/�	����	��	���	&�����	���	�����������	�	 �$$% ���
��

=� �	

����&������	'(���	'�����	�	

����	�	���	'�����	'�	ε $	'������	���	��	�����	 ε∈� 	��	��	'��������	�!	

�����	 ���� ∈⇔∈ � 	

���������	+��	 �%5��� ��
�= $	�9	 { }.J�� ∈� !	

�����	 �	��	�
�
!$ =∈∃⇔∈ �� !	

����	 { }�∈+= 	�	� $!
�

� !	
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8�&��+��	�	

��	�	���	'�����	���	'��)	������	�$	�(	'��������!	

/�	 ����	 ��	 ��&����	 ��	 ���	 �����'���	 � ��	 <��� =�
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����	�	�������	���	�	'�	'��������	�!	

�	���	���	'�����	 ����������	��	'�&������	�$	����	��	�=�������$	'���	�'&��	

'���	 �$% ��
��
	���	�+������	'�	�=��	 .!! =+ �� βα !	�����	�	

�����

�����

����

�



�

�

!!�9		$!!

$�9		$.�%�%

βαβα

βα

+==+⇔

�
�
��

�
��

�
��

�
�=−+−⇔

∈⇔∈ �

	

4� ����&���$	���	������	'�	ε 	�'&������	���	�+������	'�	�=��	 ��� =+ !! βα $	

�9	 �.$.%�$% ≠βα 	���	��	'�����	������	'�	'��������	 .!!� =+ ��� βα 	�������	���	�	

�9	 �
�
��

�
�
�

� 	���	���	+��	 �� =+ !! βα !	

8�&��+��	�	

��	�	�����	���	 �
�
��

�
�

.

.

�

�� 	��	���	'������	���	 �
�
��

�
�
�

�
�

$	�����	�	

.

�������		�$%

.

. =
−
−

⇔

⇔∈�
�
��

�
�

���

��

����
�

� �
�

	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	K	���	��	

	

��	�	'�&������	-	
	

�	8�������������	����&����+��	'�	'�����	�	

����	�	�������	���	 �
�

�

�

�
�

�

�

.

.

.

�

�

�

� 	'�����	���	 �
�

�

�

�
�

�

�

γ
β
α

�
�

	

�����	�	

�
�

�
	




+=
+=
+=

∈∃⇔

=∈∃⇔

⇔∈�
�

�

�

�
�

�

�

γ
β
α

	��

	��

	��

	

�	��	

����
�

�

�

.

.

.

$

!$

	#	�������������		

�

�
�

�
�

	

�	����	���	�����	�	

����	�	�������	���	 �
�

�

�

�
�

�

�

.

.

.

�

�

�

� 	'�	'��������	 .� =++  ����� !	

�����	�	

� ����

�� �����

����
�

�

�

=++⇔
=−+−+−⇔

∈⇔∈�
�

�

�

�
�

�

�

.�%�%�% ...

�

	

4� ����&���$	 ��	 � ���� =++�� 	 � ��	 �.$.$.%�$$% ≠ � $	 �����	�	 ���	 ��	

����	 '�	 '��������	 .� =++  ����� 	 �������	 ���	 �	 �9	 �
�

�

�

�
�

�

�

.

.

.

�

�

�

� 	 ���	 ���	 +��	

� ���� =++ ... !	

����&������	'(��	����$	���������	�����+��	'(���	�+������	'�	����	�	'����	

���	 �
�

�

�

�
�

�

�

.

.

.

�

�

�

� 	��	 �
�

�

�

�
�

�

�

γ
β
α

�
�

$	 �
�

�

�

�
�

�

�

<

<

<

γ
β
α

�
�

	�����'����	��	'��������	'�	�	�	

�
�

�
	




++=
++=
++=

∈∃⇔

+=∈∃⇔

∈⇔∈�
�

�

�

�
�

�

�

<

<

<

$$

!!$$

�$%5���

.

.

.

γγ
ββ
αα

!	��

!	��

!	��

!	

�!�	��!	

�����
�

�

�

�

�
��

��
�

	

	

	

	

	

	

	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	
.	���	��	

	

/�	�����	�	

.

<

<

<

.�$$%'��

�$%5���

.

.

.

=
−
−
−

⇔

=⇔

∈⇔∈�
�

�

�

�
�

�

�

γγ
ββ
αα

��

��

��

����

�����
�

�

�

��

��

�

�

	

	

	

��!��"�����	�
�������
�
	

ε 	��	 <ε 	'��������	���	'��	�������	�������	��������	#	'��	�������	 ���������	�	��	�(!	
	

��	B����������	
	

����������	�	

����	�	���	�����������	'�	 ε 	'���	 <ε !	/�	'��	+��	�	���	������	����+��	�	������ �	���	
���=�������$	�<����#�'���	����+��	�(�&���	'(��	���=������	'�	������	'�	ε 	���	��	���=������	
'��	�&����	'�	���	������$	��������	'��	&;&��	������������!	

	

�����������$	'���������	�	

����	�	���	�����������	������	'�	ε 	'���	 <ε !	4�	�)����	���	���+��	�����������	ϕ 	'�	�	
'���	�(	�����	+��	 �%�%�%$$ �������� ϕε +=∈∀ !	

�����	�����������	���	��������	��	���	�������	��	������	��������	'�	�$	�����	 �1�� 	

��&����������	�	

����	 �����	 '�&����������$	 ��	 ��� ����	+��	 ����	��	�����	 '�	 ε 	 '������	 ���	���	
������$	��	&;&�	������	� ��	��	@	���&�	A	'������	���	�&���	���	�!	

• ��6#$	�(�������	 �%�%�% ������ ϕ+= 	�+�� ���	#	�(�������	 <<�% ���� =ϕ !		

��&&�	����	 ������	'�	�	�(�����	�� $	�9	 ε∈�� $ $	��	����	����	'���	&������	+��	

<<�� 	��	'����'	+��	'�	 ������	�� 	��	���	���	'��	������	�	��	�!		

���������	�����	+��	�$	�$	�$	"	����	+�����	������	'�	ε 	����	+��	 �"�� = !	

/�	�	�����	 �����" −= $	'���	"	���	���=������	'�	 �
$%�$
$%�$
$% −��� !		

����	"(	���	���=������	'�	 �
$<%�$
$<%�$
$<% −��� $	����+��	�	���	������!	

����	 <<<< "��� = !	

/�	 �����'���	 �����	 �(���+��	�����������	 ϕ 	 '�	�	 '���	�(	+��	 #	��	 ������	�	 '�	�	
�������	��	 ������	 <<�% ��� =ϕ $	�9	�	��	�	����	'��)	������	'�	ε 	����	+��	 ��� = !	

• �����	ϕ 	���	��������	�		
������	�$	�	'��)	 �������	'�	�$	��	λ 	��	����!	
/�	����	�$	�$	�$	�	'��	������	'�	ε 	����	+��	 ��� = $	 ��� = 	��	 ���� λ+= !	

/�	�	�����	 ������ λ+= !	����	�	���	 ��	���=������	'�	 �$%�$
$%�$$% λλ ��� − $	

'���	�	���	���=������	'�	 �$<%�$
$<%�$$<% λλ ��� − !	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	

	���	��	

	

����	 �%�%<<<<<<�%�% �������������� λϕϕλϕλϕ +=+===+ 	

����	 �%�%�% ���� λϕϕλϕ +=+ !	

3�����&�	�	

����	�	��	�����	'�	ε $	�(	��	�����	'�	 <ε 	��	ϕ 	���	�����������	��������	'�	�	'���	�(!		
4�	�)����	���	���+��	�����������	������	�	'�	 ε 	'���	 <ε 	'�	������	��������	ϕ 	��	�����	

+��	 <�% ��� = $	��	�(���	�(�����������	�	'������	���	 �%<�%$ ������ ϕε +=∈∀ !	

��&����������	�	

��&���	����	'�	��	�����������	�����'����$	��	�	���	������$	'�	������	��������	ϕ 	��	���	
�����	+��	 <�% ��� = $	�����	 �%<�%$ ������ ϕε +=∈∀ !	����	�����	�	'������	�����!	

��6#$	 .�.%
��

=ϕ 	���	ϕ 	���	��������!	����	 <�% ��� = !	

��	 ����$	 �	 ���	 ������	�	 ��	�	 ���	 ��	 ���=������	 '��	 �$% ��� λ $	 � ��	 
=� �λ $	 ��	 �$	

���6����	��	������	� ��	'��	@	���&��	A	���	�&����	'��	������	'�	ε 	���	���	

��� ==== ������ ���������� <<�%�%�%<< λϕλλϕϕ !	 ����	 �(	 ���	 ��	

���=������	'��	 �$<% ��� λ !	

����$	��	������	��������	'�	�	���	ϕ 	�		
����	�	��	 ������	'�	�$	������	�	��	�����	'�	 ε 	���	+��	 ��� = 	��	�(	���	�&���	

���	�!	�����	�(�&���	'�	�	���	��	������	��������	'�	�	���	 <<�� $	+��	�(���	�����	+��	 �%��ϕ $	

����	 �%�ϕ !	

8�&��+��	�	

4�	��	�������	+��$	�����	'����	��	�����	�	+������+��	'�	 ε $	���	�����������	�	'�	 ε 	
'���	 <ε 	 ���	 ������	 ��	 ��	 �����&���	 ��	 �(�����������	 ϕ 	 '������	 ���	

�%�%�%$ �������� ϕ+=+∈∀ 	���	��������$	��	'���	��	���	�	���	�(�����������	������	'�	

������	��������	ϕ 	+��	�� ���	�	���	�%��!	
	
	

2�	)�&����	
	

• 1��	������������	
��� +

→
	

�� $		��	�	'���� ���	�$	����	'��	������������	�������	

'�	�(������	������	�	 ���	����&;&�$	��	��	����	���	������!	

�	�����	�	

1(�����������	 ��� +	 	���	�(�����������	+��	�� ���	.	���	�	��	'�	������	��������	

�� 	 $	��	�(���	��	�����	�����������	% �∈�.%� $	��	���	������������	���������	'�	�	'���	�	

����	���	 �� 	 �	

• ����	 �	 ��	 ����	 ������$	 &���	 '(��	 ������	 �$$% ���
��
!	 1��	 ������������	 ����	

�)����&���	 ���	 ������������	 �������	 '�	 ������	 ��������	 �4' 	 % ������	 ��	 �����	

'�&�������	

��&����������	�	

��6#$	 ���	 �����������	 ���	 ����	 ������	 ����+��	 ��	 ��	 �����	�	 ���	 ���=������	 '��	

�$% ��� λ $	�	'���� ���	��	����&���	#	����$	��	������	 �� < 	���	�&����	���	��	�����������	'��	

�� $	 .�<<%<<
�

������
��

==++= ���
∈∈ −∈ #�

��

#�
�

���

�

�

#�

�� ���������� λλλ !		

����	���	�����������	���	������	���	���=����������$	'���	���	������!	



��������	
�	�	������	�������	
�������	 	 ����	
�	���	��	

	

����	�	���	�����������	'�	 ������	 �� ∈� $	ϕ 	��	������	��������!	
����	�	��	�����	'�	ε $	��	 �����

�+== �%< 	%'���	 <��� =�
�!	

����	�����	��	�����	�����	�	'�	ε $	�(	����	�&���	��	 �� 	���	+��	 ���
�+= !	/�	�	�	

�%<�%�%< ��������
�� ϕ+=+== $	��	 ���

�+=< $	����	 <��� =�
	

����	 ����������������
���� ==++−=++== <<<<�%ϕ !	

/�$	����	 ������	'�	�	�(�����	 �� $	�9	�	���	��	�����	'�	ε !	����	 �#$=ϕ !	

8������+��&���$	����	�	���	�����������	������	�����	+��	��	������	��������	����	 �4' !	

����	�	��	�����	'�	ε $	��	 �%< ��� = !	

�����$	����	����	�����	�	'�	ε $	��	�	�	
<<<<<�%�% ����������������� +=++=+=+= !	

����	�	���	��	�����������	'�	 ������	 <�� !	

	

	

��	������������	�������	��	��&��������	
	

�����������	�	

������	 <� εε →� $	 <<<� εε →% 	'��)	������������	�������!	

�����	 �% � 	���	������$	��	 �1��%�1��%�%1�� �%�% �� = 	

��&����������	�	

����	 �1��=ϕ $	 %1��=ψ !	

����	 ε∈∈ ��� $ 	

��%%��%%��%�%%��%%�% ���%���%���%���% ϕψϕ +=+=+=+� 	

�����$	 ��%%��%%��%%$$ ���%���%��� ϕψε ��� +=+∈∀∈∀ 	

��	+��	&�����	+��	 �% � 	���	������	��	 �1��%�1��%�%1�� �%�% �� = 	

�����������	�	

����	 <� εε →� !	�����	�	

�	���	��6���� �	 �1��⇔ 	���	��6���� �$	

�	���	���6���� �	 �1��⇔ 	���	���6���� �$	

�	���	��6���� �	 �1��⇔ 	���	��6���� �$	

�	'���	��	'������	���	 
−� 	���	������	��	 

 �1��%�%1�� −− = �� 	

��&����������	�	

����	�	���	�����������	������$	��	ϕ 	��	������	��������!	
���������	 �	 ��6���� �!	 ������	 ��� ∈��

$ !	 ���������	 +��	 �%�% ��
�� ϕϕ = !	 ����	 �	 ��	

�����	 '�	 ε !	 �����	 �%�%�%�% ������
�� ϕϕ +=+ !	 ����	 �%�% ������

�� +=+ $	 '���$	

��&&�	 �	 ���	 ��6���� �$	 ����
�� +=+ $	 '���	 .

��� ==− ���� $	 '(�9	 ��
�� = $	 '���	 ϕ 	 ���	

��6���� �!	

���������	 �	���	 ��6���� �!	������	�����	�$	�(	'��)	������	'��������	'�	 ε 	 ����	+��	
�<%�% ���� = !	 �����	 �<%�<%�<%�%�<%�<% �������������� ϕϕ +=+=+= !	 ����	

.�<%
�

=��ϕ $	��	��&&�	 .<
�

≠�� $	��	�	 { }.L��
�

≠ϕ $	�<����#�'���	+��	ϕ 	�(���	���	��6���� �!	
�(�9	��	���&����	�+�� ������!	

���������	�	���6���� �!	����	 <�� ∈� !	������	 <<$< ε∈�� 	����	+��	 <<��� =�
!	�����$	

��&&�	 �	 ���	 ���6���� �$	 ��	 �)����	 ε∈�� $ 	 ����	 +��	 �%<�$%< ������ == !	 �����	



��������	
�	�	������	�������	

�������	 	 ����	
-	���	��	

	

�%<�%�%< ���������� ϕ+=+== !	 ����	 <<�% ���� =ϕ !	 /�	 �	 '���	 ���� �	

�� ∈� 	%#	�� ���	�� �	���	+��	 ��
�� =�%ϕ !	����	ϕ 	���	���6���� �!	

���������	ϕ 	���6���� �!	����	�����	 ε∈� $	 �%< ��� = !	����	�����	 << ε∈� !	��&&�	

ϕ 	���	���6���� �$	��	�)����	 �� ∈� 	���	+��	 <<�% ��� =�ϕ !	�����	 <<<<�% ������� =+=+ �
!	

/�	�	'���	���� �	 ε∈� 	 %#	�� ���	 ��
�+ �	 ���	+��	 <�% ��� = !	��&&�	��	��������	���	

 ������	����	����	 << ε∈� $	�	���	����	���6���� �!	

�(�9	��	'��)��&�	�+�� ������$	����	��	�������&�	+��	'������	'��	'��)	������!	

���������	�	��6���� �!	E�������	+��	 
−� 	���	������$	��	+��	 

 �%1�� −− = ϕ� !	

��&&�	�	���	��6���� �$	ϕ 	�(���	�����$	��	��	�����'���	�����	 
−ϕ !	����	�	��	�����	'�	

ε $	��	 �%< ��� = !	����	�����	%	�(�����������	������	'�	 <ε 	'���	ε 	�����	+��	 ��% =�<% 	��	'�	

������	��������	 
−ϕ !	�����$	 �<%�%$< 
 ����%� −+=∈∀ ϕε 	

�����$	����	����	 <ε∈� 	�		

����������%��%�

���

=+=+== −−

����������
�

<




<


 ��<%%�%��<%%��%%��%% ϕϕϕ 	

�$	����	����	 ε∈� 	�		

����%���%��%��%

���

=+=+== −

����������
� ��%%�<%��%<%��%%��%% 
 ϕϕϕ 	

����	 ��%%� 4'== �� !	����	 
−= �% $	��	��&&�	%	���	������	'�	������	��������	

−ϕ $	 
−� 	���	����	������$	��	 


 �1��%�%1�� −−− == �� ϕ !	

�����������$	'���������	�	

/�	����	 �%ε�� 	�(����&���	'��	������������	�������	��6���� ��	'�	 ε 	'���	 ε !	�����	
��$%% �ε�� 	���	��	������$	������	��	������	������	'�	ε !	

%1�	'�&����������	���	�&&�'����$	��&���	����	'��	������������	�����'������!	

	

	

��	�����������	������$	��	�����������	������	
	

3�����&�	�	

����	 <� εε →� 	������$	'�	������	��������	ϕ !	
• ����	�	��	�����������	������	'�	ε $	'�	'��������	�!	
�����	 �%�� 	���	��	�����������	������	'�	 <ε $	'�	'��������	 �%�ϕ 	

• ����	�	��	�����������	������	'�	 <ε $	'�	'��������	�!	
�����	 �%
 �

−� 	���	 �'�	��	���	��	�����������	������	'�	ε $	'�	'��������	 �%
 �−ϕ !	

��&����������	%��	��	�����	#	���+��	����	'���	���	�=��������	'�	������&��	�	

• ����	�	 ��	 ���=������	 '�	 �$% ��� λ $	 �	 '���� ���	 #	 ����$	 �9	 ���	 �%��� � ∈ 	 ��	

.≠�
∈#�

�λ !	E�������	+��	 �%��� ∈ !	

����	 #��� ∈�% 	 ���	 ��&����	 �����	 '�	 ������	 '�	 ε 	 �����	 +��	 �� ���#� =∈∀ �%$ 	 %+��	

�)����	����+��	���	 �� 	����	'���	 �%�� �!	����	�	��	���=������	'��	 #�� �� ∈�$$% λ !	

�����$	 ��&&�	 �	 ���	 ������$	 �%�� 	 ���	 ��	 ���=������	 '��	 #��� �� ∈�$�$%% λ $	 �<����#�

'���	'��	 #�� �� ∈�$$% λ !	����$	���	�������	'�	���=������$	 ��� =�% !	����	 �%��� ∈ !	

����	 �%�� 	���	������	���	���=����������	��	���	 �'�$	'���	������!	
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�	�	������	�������	

�������	 	 ����	
?	���	��	

	

����	 �%< ���∈ !	�����	 { }�%<$<<��%%'�� �� ����� ∈= !	

E�������	+��	 �%��%%'�� �� ϕ=� 	�	

�	����	 ��%%'�� ��� ∈� 	

����	 �%< ��� ∈ 	���	+��	 <<��� =�
!	

������	 �∈��$ 	����	+��	 <�% ��� = 	��	 <�% ��� = 	

�����	 ��� ∈ $	��	 �%<�%�%�%�%< �������������� ϕϕ +=+=+== !	

����	 <<�% ���� =ϕ !	

����	 �%<< ��� ϕ∈ $	�<����#�'���	 �%�� ϕ∈� $	'(�9	���	���&����	���������!	

�	����	 �%�� ϕ∈� 	

����	 �� ∈� 	���	+��	 ��
�� =�%ϕ !	

����	 ε∈<� 	���	+��	 ���
�=<< !	/�	'���	�����	&������	+��	 �%< ��� ∈ !	

����	 �∈� 	���	+��	 <�% ��� = $	��	 �∈� 	���	+��	 ���
�= !	

�����	 <<�%�% �������� =+=+= ��
!	����	 �%< ��� ∈ 	%����+��	 �∈� �!		

����	 ��%%'�� ��� ∈� $	'(�9	�(�����	���������$	��	�(�������!	

• ���������	+��	 �%
 �
−� 	�(���	���	 �'�	�	

����	 �	 ��	 ���=������	 '�	 �$% ��� λ $	 �	 '���� ���	 #	 ����$	 �9	 ���	 �%
 �
−∈ �� �

	 ��	

.≠�
∈#�

�λ !	E�������	+��	 �%
 �
−∈ �� !	

�����	 �%�� 	���	��	���=������	'��	 ��$%% ���� λ $	���	�	���	������!		

����	 �∈�%�� $	���	�	���	������	���	���=����������!		

����	 �%
 �
−∈ �� !	

����	 �%
 �
−� 	���	������	���	���=����������	��	���	 �'�$	'���	�(���	��	�����������	

������	'�	ε !	
����	 �%
 �

−� 	���	����	 �'�$	����	��	�����������	������	'�	ε !	
���������	���	+��	 �%
 �

−� 	���	���	 �'�	%�(���	'���	��	�����������	������	'�	ε �!	
����	 �%
 �

−∈ �� !	�����	 { }�%$��%%'�� 


��

−− ∈= ����� !	

E�������	+��	 �%��%%'�� 

 �� −− = ϕ� !	

�	����	 ��%%'�� 

�

−∈ ��
�

!	

����	 �%
 �
−∈ �� 	���	+��	 ��� =� !	

/�	����	 �%< ��� = $	 �%< ��� = !	

�����	 �%<�%�%< ��������
�� ϕ+=+== !	����	 <<�% ��� =�ϕ !	

/�$	 �∈<� 	��	 �∈<� 	%���	 �%$ 

�

−∈ ��� �!		

����	 �� ∈�% �ϕ !	����	 �%
 �� −∈ϕ�
!	�(�9	���	���&����	���������!	

�	����	&���������	 �%
 �� −∈ϕ�
!	

����	 ε∈� 	���	+��	 ��� =� !	������	 �%< ��� = 	%�����$	 �∈<� �!	

�����	 � ��%<�%�%

�

��������

∈∈
+=+= �ϕ

�

$	����	 �∈�%�� $	'(�9	 �%
 �
−∈ �� !	

��	����$	 �%
 �
−∈ �� !	����	 ��%%'�� 


�
−∈= ����

�
!	

�(�9	�(�����	���������	��	�(�������!	
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ε 	'������	��	������	������	'��������	'�	�!	
	

��	3�����������	
	

8�����	�	

����	 �� ∈� !	1�	�����������	'�	 ������	�
�
	���	�(�����������	

���
	� �

	
�

+
→ εε� !	

�����������	�	

1(����&���	'��	������������	���	ε 	���	��	�����������	'�	 �%ε�� $	����	 �%ε& !	

�%ε& 	 ���	 �)����&���	 �(����&���	 '��	 ������������	 �������	 '�	 ε 	 '���	 ε 	 '���	 ��	
������	��������	���	 �4' 	

��&����������	�	

/�	�	'�6#	 �	+��	�(����&���	'��	������������	���	 ε 	���	�(����&���	'��	������������	
�������	'�	������	��������	�(�'������!	

��	 ����$	 �(�����������	

�
	�
���
�	

� �%ε→ 	 ���	 � �'�&&���	 ��	 &������&�	 ��6�����	 '�	

������	 �$% +� 	  ���	 ��	������	 ��$%% �ε�� !	 ����	 �(�&���	 '�	 ��	&������&�$	 �<����#�'���	

�%ε& $	���	��	�����������	'�	 ��$%% �ε�� 	%��	 ��$%% �ε& 	���	���&�����	#	 �$% +� �	
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����������	�	

����	 �∈α $	 ��	 ����	 ε∈Ω !	 1(��&�������	 ������	 '�	 ������	 Ω 	 ��	 '�	 �������	 α $	
+�(��	����	���	 α$Ω� 	���	�(�����������	�	

�� Ω+Ω
→

!α
εε

	
	%�<����#�'���	+��	�(�&���	'�	�	���	

��	�����	�'	���	+��	 �� Ω=Ω !< α �	

�����������	�	

• ����	 εε →�� $	��	�	�(�+�� ������	�	

�	 ���	���	 ��&�������	 ������	 ⇔ 	 �	 ���	 ������$	 �'&��	 ��	&����	��	 �����	 ��)�	 ��	 ��	

������	��������	'�	�	���	���	��&�������	 ����������!	

• ����	 ε∈Ω 	��	 �∈α $	��	�	�	

� ��	 .≠α $	�����	 α$Ω� 	���	��6���� �	��	 αα N
$




$ �% Ω
−

Ω = �� !	

� ��	 
=α $	 εα 4'$ =Ω� !	

� ��	 
≠α $	 α$Ω� 	�	��	���+��	�����	��)�$	#	�� ���	Ω !	
�	�����	�	

• ��	�	���	���	��&�������	������	'�	������	Ω 	��	'�	�������	α 	�	
�����	�	���	����	������$	�'&��	��&&�	�����	��)�	Ω 	%���	 Ω=ΩΩ+Ω=Ω !�% α� �$	��	

���	'�	������	��������	 �� Ω!� αϕ 	 $	+��	���	����	���	��&�������	 ����������!	

8������+��&���$	 ��	 �	 ���	 ������$	 �'&��	 ��	 &����	 ��	 �����	 ��)�	 Ω 	 ��	 ��	 ������	
��������	ϕ 	'�	�	���	���	��&�������	 ����������	'�	�������	α $	�����$	����	����	 ε∈� 	�	

������� Ω+Ω=Ω+Ω=Ω+Ω= !�%�%�%�% αϕ 	

����	�	���	����	���	��&�������	������	%'�	�������	α 	��	'�	������	Ω �	
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• ��	 .≠α $	�����	 αN
$Ω� 	���	����	'������$	��	��	�$	����	����	 ε∈� 	�	

���

���

��������

=Ω+Ω=Ω+Ω=

Ω+Ω=Ω+Ω=

Ω+Ω==

Ω

ΩΩΩΩΩ

α

ϕϕ

α

ααααα

αααααα
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%/9	��	�	����	 αϕ 	�(��&�������	 ����������	'�	�������	α �	
����	 εαα 4'N
$$ =ΩΩ �� � $	��	'�	&;&�	 εαα 4'$N
$ =ΩΩ �� � !	����	 α$Ω� 	���	�� �������$	

'(�� ����	 αN
$Ω� $	'���	���	��6���� �!	

��	 
=α $	�����$	����	����	 ε∈� 	�	 ���� =Ω+Ω=Ω !
�%
$ 	'���	 ε4'
$ =Ω� !	

��	 
≠α !	����	 ε∈� !		

��	 ��� =Ω �%$α $	�����	 �� =Ω+Ω !α $	����	 �� Ω=Ω!α $	'���	 .�!
%
�

=Ω− �α $	

'���	 .
�

=Ω� 	���	 
≠α !	����	 Ω=� !	8������+��&���$	Ω 	���	����	��)�	���	 α$Ω� !	

	

���	�����������	�	

1(��&�������	'�	������	Ω 	��	'�	�������	�
	���	�����	�������	��	�=&�����	���	�������	
#	Ω !	

	

3�����&�	�	

1(����&���	 '��	 ������������	 �������	 '���	 ��	 ������	 ��������	 ���	 ���	 ��&�������	

 ����������	'�	�������	���	���	���	��	�����������	'�	 �%ε�� $	���������	'�	��	�������	'�	

�(����&���	'��	 ������������	 ���	 ε 	 ��	'�	 �(����&���	'��	��&��������	�������	'�	 �������	
���	���!	

��	 �����������	 ���	 ������	 ��	 ������	 '��	 ��&��������O������������	 '�	 ε $	 ����	
�%ε�& !	

��&����������	�	

D�����	 �%ε�& 	�(����&���	'��	������������	�������	'�	 ε 	'���	��	������	��������	���	
���	��&�������	 ����������	'�	�������	���	���!	

• ��6#$	��	���	������	'�	 ���	+��	 �%ε�& 	���	�������	'���	 �%ε�� $	��������	 ε4' $	���	

������	 ���	 � 	 ��	 �������	 #	 �(�� ����	 %'(�����	 ��	 �����������	 �����'�����$	 '���	
�(���	����	��	�����������	'�	 �%ε�� !	

• ������$	 �%ε�& 	 ��������	 � �'�&&���	 �%ε& 	 ��	 �(����&���	 '��	 ��&��������	

�������	'�	�������	���	���!	

• ����	&���������	 �%ε�&� ∈ 	�	

����	 P�∈α 	���	+��	��	������	��������	'�	�	����	 �4'!α !	

� ��	 
=α $	�	���	���	�����������!	

� ��	 
≠α $	&�������	+��	�	���	���	��&�������	�	

�����	��	���������	�����'����$	��	������	'�	&������	+��	�	�'&��	��	�����	��)�!	

����	 ε∈� $	������	 �%< ��� = !	�����$	����	����	 ε∈� 	�	

��������� !<�%�% α+=+= !	

����	 �������� ⇔=⇔= <!�% α 	���	���=������	'�	 �
$<%�$$% −�� α !	

����	�	�	����	��	�����	��)�$	��	���	����	���	��&�������!	

	

	



��������	
�	�	������	�������	

�������	 	 ����	
G	���	��	

	

8�&��+��	�	

1(����&���	'��	��&��������	�������	'�	ε 	�(���	���	������	���	 � 	�	
�	 �����$	 ��	 { }
$.J�∈α $	 ��	 ��	 �
 Ω≠Ω $	 �����	 αα N
$$ 
� ΩΩ �� � 	 ���	 ���	 �����������	

����+��	��	������	��������	���	�(�'������$	��	'�	 ������	���	���	���	�(�&���	'�	 
Ω 	���	�	



��
$
 !�%<
�

Ω≠ΩΩ+Ω=Ω=Ω Ω αα� 	���	 
�
�! ΩΩ≠ΩΩα !	

8�&��+��	�		

��	 �%ε�&� ∈ $	 �(�&���	'(��	 �����������	������	�	'�	 ε 	 ���	 �	 ���	��	�����������	
������	�(	���������	#	�!	 %����+��	��	��	����	�	 ��	'��������	'�	�$	�(	�����	'�	�($	��	ϕ 	 ��	
������	��������	'�	�$	�����	 ��� == �%< ϕ �!	

�����������	�	3�����	

������	 
� 	��	 �� 	'��)	'������	��������	��	Ω 	'(��	����	������!	
������	 


 <$ �∈�� $	 ��� <$ �∈�� 	'�	�����	+��	 �<<NN%�% �
�
 ���� !	

�����	��	 �∈λ 	���	���	+��	 

< �� Ω=Ω λ $	��	�	 ��< �� Ω=Ω λ !	

��&����������	�	

1(��&�������	�	'�	������	Ω 	��	'�	�������	λ 	�� ���	 
� 	���	 
<� !	

1(�&���	'�	 �� 	���	�	���	 �� 	%���	�(���	���	'�����	���������	#	 �� 	+��	'���	������	���	

Ω=Ω�%� �	

1(�&���	'�	 �% �
�� 	���	�	���	 �<<% �
 �� 	%���	�(���	���	'�����	���������	#	 �% �
�� 	+��	

�����	���	 

 <�% ��� = �	

����$	����+��	 �$% �
�� ��� ∩∈ � $	��	�	 �<$<%�% �
�� ���� ∩∈ � $	'���	 �� <�% ��� = $	

'(�9	 ��< �� Ω=Ω λ !	

	

	

��	���6�������	
	

�����������	��	'���������	�	

������	�	��	�	'��)	������������	������&��������	'�	�!	

����	�	��	�����������	������	'�	ε 	'�	'��������	�!	
����	���+��	 ε∈� $	������	 �� 	 ��	�����������	������	'�	 ε 	�������	���	�	��	'�	

'��������	�$	�����	 �� 	���������	�	��	��	���+��	�����	�'!	

1(�����������	 <� ��� 	 $	 '�	 ε 	 '���	 ε $	 �����	 '������$	 �(�������	 ��	 ���6������	
������	���	�	��� ���	��	'��������	�$	��	��	�	���	����������	�	

• �	���	������$	��	������	��������	���	��	���6������	 ����������	���	�	�����	�!	

• 1(����&���	'��	������	��)��	���	�	���	�!	

• ��� =� 	

��&����������	�	

� ����	 ε∈� !	�����	 �� ∩� 	���	����	��	���������$	����+��	 ��� ⊕= 	 % �	��	

��	���!	1�	'���������	'�	�	�	����	��	����!	
� ����	 �∈� !	�����	 �� �∈ 	��	 �∈� $	'���	 { }�� =∩ �� $	'���	 ��� =�% !	

����	&���������	 ε∈� $	+������+��!	D�����	 �%< ��� = !	

�����	 ������ <<+= 	��	
��

�
	



∈∈
∈∈

�<$%���		<

�<$%���		<

������

�����

�

�
	



��������	
�	�	������	�������	

�������	 	 ����	
�	���	��	

	

����	 �%< ���� ϕ= $	�9	ϕ 	���	��	���6������	 ����������	���	�	���������&���	#	�$	��		
�%�%<<�% ���������� ϕ+=+== 	

����	�	���	������$	'�	������	��������	ϕ !	
� /�	�	 �	+��	��	 �∈� $	�����	 ��� =�% !	

8������+��&���$	��	 ��� =�% $	�����	��&&�	 �∈�%�� 	���	'���������$	��	�	 �∈� !	

� ��&&�	 �∈∈∀ �%$ ��� ε 	��	��&&�	���	���&����	'�	�	����	�� �������	���	�$	

��	�	����	 ��� =� !	

������	 ����������	 ��	�����������	 ��	'���������$	 ��	 ��	'�&����������	��	'�&������	-	

����+��	�	���	��	����	������	%��	'���	�	���	'�����	 �����������	�	

��
	

8�&��+��	�����+��	�	

1�	�����	�'	���	+��	 <�% ��� = 	���	�����������	���	 �∈<� 	��	 �� �∈< $	��	������	�	

������� ∈∈⇔= <��		<<�% � !	

)�&���	�	

����	 -
� 	 ������	 ��������	#	 ���	 ������	������+��$	��	 ���	 �(�&���	'�	 �$$% ���� 	

���	 ��	���6������	 ���	 ��	����	�	'(�+������	 
=++ ��� 	���������&���	#	 ��	'��������	'�	

 ������	 ��$.$
%=�
�

!	

/�	������	�	

����	 �<$<$<%< ���� 	�(�&���	��������	'�	�!	

�����	 �∈<� 	��	 <�� 	���	����������	#	�
�
!	

����	 
<<< =++ ��� 	��	��	�)����	 �∈λ 	���	+��	
�
�

�
	




=−
=−
=−

λ

λ

�<
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<

��

��

��

	

�(�9	 
��%�% =++++ λλ ��� $	'���	 �
%
-

 ��� −−−=λ 	

�����$	
�
�

�
	




+−−=+=
=

−−+=+=

����%�<
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��
%<

-



-



�����

��

�����

λ

λ
	

	

	

��	�=&������	
	

����	�	��	�����������	������	'�	 ε $	'�	'��������	�!	����	�	��	������&�������	'�	�	
'���	�!	1�	 �=&�����	������	���	 �������	 #	�	 �����	 ��	'��������	�	 ���	 �(�����������	+��	#	

ε∈� 	�������	��	�����	�'	���	+��	 ���� −=< 	�9	�	'������	��	���6������	'�	�	���	�	

�����	�!	

	

	



��������	
�	�	������	�������	

�������	 	 ����	
K	���	��	

	

�����������	�	

�����	 �����������	 ���	 ������$	 ��	 ��	 ������	 ��������	 �(���	 �����	 +��	 ��	 �=&�����	

 ����������	���	�������	#	�	�����	�!	

��&����������	�	

����	 �∈� !	��6#$	 ��� =�% !	

����	 �� →�ϕ 	'������	���	�	 �%�%$ �������
��� ϕ+=+∈∀ $		

�<����#�'���	�����	+��	 �%<$ ����� ϕε +=∈∀ 	%�9	 �%< ��� = �	

/9	������	�����	+��	 <�%$ ����� =∈∀ ϕε !	

/�	�	�����	�	

���������� −=+= << $	 ��	 ��&&�	 ������ += $	 ϕ 	 ���	 �(�����������	
+��	#	 � �

��

��
∈∈

+ 	�������	 �� − !	

����	ϕ 	���	 ��������$	�(���	 ��	�=&�����	���	 �������	#	�	�����	�$	��	 �	���	������$	'�	
������	��������	ϕ !	

	

	

�	���������	
	

/�	�������	���	ε 	'�	'�&������	�����!	
����������	�	

����	�	��	�=�������	'�	ε 	'�	'��������	�!	
����	�	���	'�����	 ����������	���	��������	'���	�	%�����$	 ��� =⊕ �	

����	 P�∈α !	1(��������	%��	������	��	'����������	'(�=�������	�$	'�	'��������	�	��	

'�	�������	α 	���	�(�����������	
<

�
��

�
	

εε → 	�9	�'	���	���	+��	 ���� α=< 	�9	�	���	��	

���6������	'�	�	���	�	���������&���	#	�!	

������	��	'�&������	-$	���'�	�	

�%��� =

	
����	 �	 �(��������	'(�=�������	�$	'�	'��������	�$	'�	�������	α !	����	�	 ��	���6������	

������	���	�	���������&���	#	���	

• ��6#$	���	������	'�	�	����	�� �������	���	�!	

�	�����$	��	 �∈� $	��	�����	 �%��� = 	��>���'�	� ��	�$	'���	 �%< ��� = 	���	���	

+��	 .<
�

=�� !	

• ����	&���������	 �∈� $	����	 ε∈� $	������	 �%��� = 	��	 �%< ��� = !	

�����	���	'���������$	 ��������� αα ++=+=< !	

��	��	����	ϕ 	�(�����������	��������	�	
(�(�

����
!α++ →⊕=

	
	

%�<����#�'���	 +��	 �
 !ϕαϕϕ += 	 �9	 
ϕ 	 ���	 ��	 ���6������	  ����������	 ���	 �	
���������&���	#	�	��	 �ϕ 	��	���6������	 ����������	���	�	���������&���	#	��	



��������	
�	�	������	�������	

�������	 	 ����	�.	���	��	

	

/�	�	�����	�	 � �
��

������
∈∈

+= $	��	'���	 �%! ������ ϕα =+ 	

����	 �%�%�%< �������� ϕϕ +=+= 	

����	�	���	������$	��	��	������	��������	���	ϕ !	
• ��&&�	 .≠α $	��	 ���	������&���	+��	ϕ 	���	��6���� �$	'���	+��	�	�(���!	
• ��	����$	��	 
=α $	�	���	� �'�&&���	�(�'������$	&���	����	 
≠α 	�	

�∈⇔=⇔=⇔= ���������� !�% α !	

����������	�	

����	 �	 �(��������	 '(�=�������	�$	 '�	 '��������	�	 ��	 '�	 �������	 .≠α !	 �����	 �	 ���	

������	��	��6���� �$	��	��	 
≠α $	�	���	�(����&���	'��	������	��)��	���	�	%��	 
=α $	 ε4'=� �!	

������������	���&����+��	�	

�	���������	���	���������	�����'�����$	��	 ���	����������	�(�&���	�'	'(��	�����	�	

�����������	�$	��	�����	 �∉� 	��	���	�&���	�(	���	�!	

��&&�	 �∉� $	 �� ≠< 	��	��	'�����	 �<%�� 	�	��	'��������	�!	

� ��	 �NN�%�� 	�	

��&&�	�	���	�� ������	���	ϕ $	��	�	�	
������ == <<�%ϕ $	'(�9	��	����	�'��	

�'

� �

�'

	
� ��	 �%�� 	�(���	���	���������	#	�!	

����	#	��	�����	'(������������	'�	 �%�� 	��	�!	

�����	 �(�&���	'�	 ��	'�����	 �%#� 	���	 �	���	 ��	'�����	 �<%#� 	 %���	�(���	���	'�����	+��	

�����	���	 ##� =�% 	��	 <�% ��� = �!	

D�����	�����	 �� 	��	'�����	�������	���	�	'�	'��������	�!	

/�	�	�	 �� �∈< 	��	 �<%< #�� ∈ 	%���	 �%#�� ∈ �!	

��	 �� 	��	 �<%#� 	����	�������$	����	'����&���	�'$	�����	�(���	+��	 �<%��� ∈ 	�	

/�	 '����&���	 �����	 '(����'	 �(�&���	 '(��	 �����	 �<%���∉ $	 ����	 ��	 '����&���	

�(�&���	'�	�	��	���������	�	��	�'Q	

	

	

H�	"��	��&��+��	��������	��	'�&������	�����	
	

����	ε 	��	������	������	'�	'�&������	�����	�	��	'�	'��������	�!	
����	 �$!!!$$% �
 �����=� 	 ��	 ������	 '�	 ε 	 ��	 ����	 �$!!!$% �
 ����=� 	 ��	 ����	

���������'����	'�	�!	

1��	������������	�������	'�	 ε 	 ����	 ���	������������	'����&�����	���	'��	 ���&����	
'�	�=��	 �%<�% ����� ϕ+= 	�9	 �%�)∈ϕ 	��	 ε∈<� !	
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	���	��	

	

��	+��	���������'$	���	���	����'������	'���	�$	#	'�	���&����	'�	�=��	�	
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��� ϕ
	�9	 �%����∈ 	

	

	

����#�����
��	�$�%�
�������
������������
	

ε 	'������	���6����	��	������	������!	
����������	�	

������	 ε∈��$ !	1�	���&���	 R$S �� 	���	�(����&���	'��	���=�������	'�	�	��	�	��������	'�	

������������	��������!	

�����$	 { }R
$.S$!R$S ∈+= 	��	��� !	

�	�����$	����	����	 ε∈� 	�	

��	��	

	�	��	

�������

!R$
$.S

�$%�$
$%	'�	���=���������		R$
$.S

.��		.$$R$S

=∈∃⇔

−∈∃⇔
=+≠+∈∃⇔∈ +
�

βαβαβα �

	

����������	�	

����	
	���	������	'�	ε !	/�	'��	+��	
	���	��� �)�	����+��	�	

��
�� ⊂∈∀ R$S$�$% � !	

�����������	�	

����	
	���	������	'�	ε !	

	���	��� �)�	��	��	�����&���	��	����	���=������	'�	������	'�	
	��������	'�	������������	

��������	���	'���	
!	

��&����������	�		

⇐ 	�	�(���	��	���	�����������	� ��	�����&���	��	���=������	'�	'��)	������!	

� 	�		���������	
	��� �)�!	

E�������	 ���	 ����������	 +��$	 ����	 ����	 �≥� $	 @	����	 ���=������	 '�	 �	 ������	 '�	 
	

��������	'�	������������	��������	���	'���	
!	A	% �%�� �	

����	 �=� $	����	���������'	#	��	'���������	'�	��	��� �)���!	

����	 �≥� !	���������	 �%�� !	

������	 &���������	 �$�$!!!%$%�$$% 

��

 ++ ����� λλλ 	 
+� 	 ������	 '�	 
	 ��������	 '�	

������������	 ��������	 %���	 ����	 �����!	 ����	 � 	 ��	 ���=������	 '��	 �	 ���&����!	 �����$	 ���	

�=�������	 '�	 ����������$	 
� ∈ !	��	 ����$	 ��	 ���=������	 '�	 �$�$!!!%$%�$$% 

��

 ++ ����� λλλ 	

���	 ��	 ���=������	 '�	 �$%



�
=

�

�

�� λ 	 ��	 �$% 

 ++ ��� λ $	 '���	 ����������	 #	 
	 ���	 
�� � ∈+
$ 	 ��	

.



≥�
=

�

�

�λ !	��	+��	���� �	��	����������!	

�����������	�	

3����	������������	'�	��� �)��	���	��� �)�!	



��������	
�	�	������	�������	

�������	 	 ����	��	���	��	

	

�	�����	�	

����	 #��
 ∈�% 	���	��&����	'�	��� �)��	��'�)��	���	��	����&���	#	+������+��!	

D�����	 

#�

�


∈

= !	

������	 
�� ∈$ !	�����	
�
��#� ∈∈∀ $$ $	'���	

�
��#� ⊂∈∀ R$S$ $	'���	 
�� ⊂R$S !	

����	
	���	��� �)�!	

����������$	�����������	�	

/�	'������	 �(�� ������	��� �)�	'(���	������	�	'�	 ε 	 ��&&�	 �(������������	'�	 ����	 ���	
��� �)��	+��	�����������	�!	�(���	��	����	�����	��� �)�	���������	�!	

1�	'���������	�	����	��	����$	����+��	�(����&���	 
ε 	'��	��� �)��	���������	�	�(���	���	

 �'�	%��	��������	'�6#	ε �!	
�(���	����	��	����	�����$	����+��	��	��	��� �)�	
	��������	�$	��	��������	����������&���	
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