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Rappels Mathématiques

1. Les vecteurs

Un vecteur est un objet mathématique qui possede une intensité et une direction.

On désignera un vecteur au moyen d'un symbole surmonté d'une fleche (V') et son
intensité par le symbole sans la fleche V.

La composante d'un vecteur sur un axe donné est la longueur de la projection du vecteur
sur l'axe. Soit trois axes orthogonaux X, ¥ et Z. Un vecteur (tridimensionnel) est complétement

déterminé par ses composantes X, y, z sur les trois axes. On écrit V = (x, y, z). Cela dit, il est
important de remarquer que le vecteur est indépendant des axes choisis (c'est-a-dire du
référentiel), tandis que les composantes changent si I'on effectue une rotation des axes, par
exemple.

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la grandeur est égale a 1. On le désigne par une

, s - - -V o
lettre minuscule (i, j,k, u, etc.). Pour tout vecteur V' non nul, u = v est un vecteur unitaire

> > -

parallele a V. Les trois vecteurs unitaires (i,j,k) sont paralleles aux axes X, ¥, Z,
respectivement et manifestement,

V=x;+y}+zk (1.1)

- Le produit scalaire de deux vecteurs Z et Z est un nombre, noté Z Z et défini
comme

VI .V2=x1x2+y1y2+z1z2. (12)

On peut montrer queV; .V, =V; Vicos a. a est I'angle entre V; etV . Le produitV; .V, estun

scalaire, en ce sens que sa valeur ne change pas si I'on effectue une rotation des axes x, y et z.
Ona

vV =x?+y?+72=v? (1.3)

- Le produit vectoriel de V; et V', est un vecteur, not¢ V; AV, et défini comme

Vi AVy=iz2—z1y2) i+ (Zix2—x122) j +(xpp2—yi1x2) k

i i k
=|X7 Y1 %1 (1.4)
Xy Y2 22

On peut montrer que ¥; AV est un vecteur perpendiculaire au plan formé par V; etV,,

dont I’intensité est égale a V5.V |sin a] et dont le sens est donné par la regle des trois doigts de
la main droite.
Il n'est pas difficile de montrer que :

VIAV; =- V2 AV; (1.5)
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Vi-Va=V2. ¥y (1.6)
VI(VzAV3)=V2(V3 AV1)=V3 (VI AV2) (17)
Vi . (VaAV3 )=V Vi)V, -(Vy V). V3 (1.8)

- La dérivée d'un vecteur par rapport a une variable s'effectue composante par
composante. La dérivée d'un produit scalaire ou d'un produit vectoriel suit les lois de la dérivée
d'un produit ordinaire.

2. Les systemes de coordonnées

Rappel : L'intégrale d'une fonction f{x) entre deux bornes a et b est égale a l'aire sous la
courbe associée. Pour obtenir une valeur approximative de l'aire, on peut faire la construction
illustrée a la figure 1.1. On divise l'intervalle (a,b) en n sous intervalles égaux de longueur Ax, et
on évalue l'aire de chacun des rectangles indiqués.

A
X», .
Stxw T T b

fex) RN N

fex) o] ]

a |

.XIf] );?2 Xn >
Fig. 1.1: Approximation de l'aire sous une courbe.
On ainsi :
n
Aire sous la courbe = Y f(x; )Ax (1.9)
i=1
n
Et donc P fexyax=tim 3 f(x;)Ax (1.10)
n—>+4®0 ;j—1

Une fonction d'une variable peut étre intégrée sur un intervalle. On effectue donc les
calculs dans I’espace a une dimension. De méme, une fonction de deux variables peut étre

intégrée sur une surface (on utilise dans ce cas I’intégrale double ﬂ ), les calculs sont réalisés
dans I’espace a deux dimensions. En fin, une fonction de trois variables peut étre intégrée sur un
volume (on utilise 1’intégrale triple ﬂf ) et on calcul donc dans I’espace a trois dimensions.
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a- Coordonnées cartésiennes

AZ AZ
dz ............................... — j—
S ] dv = dxdydz
= WM B .
ka k4 - dx
e > d —— >
.......... 11 X Y oot ! X
/. /
rr
M=M (x,y,2) Elément de volume

b- Coordonnées cylindriques.

4z dv=dp pdpdz
dz
g X
X d(p H
Y dp
M=M (p,p,3) Elément de volume

En faisant varier pde 0 a R, ¢ de 0 a 2z et z de 0 a une valeur h, le point M décrira un
cylindre d’axe OZ, de rayon R et de hauteur 4. On écrit :

2
R . .
v= jﬂv dv = mv dppd pdz = .[0R deIOZH d(pfé’dz = TZnh . C’est-a-dire que v = R’ h qui est
bien le volume du cylindre. On peut obtenir la surface (donc deux dimensions) du méme cylindre

en fixant dés le début p=R : s = ﬂs ds = 02” Rdgo.f:dz = 27Rh .

Cas particulier : coordonnées polaires.

Quand z = 0, le systéme est réduit a deux dimensions @ et p, que I’on note par habitude &
et r. Dans ce cas on peut représenter OM ainsi que 1’élément de surface ds dans le référentiel
OXY.
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r
0 0 > a >
X X X
x=rcos 0 y=rsin 0 ds=rdrdf
Lty =

c- Coordonnées sphériques.

A 4 .
z - rd6 <« Z <« dv
- Py
. eq 9 72N
2
® ' g :
4 dv=7 sin@drd0do
M=M (r,6,¢) Elément de volume

En faisant varier r de 0 a R, de 0 a wet ¢ de 0 a 27, le point M décrira une sphere de

rayon R et de centre O. On écrit :
3

v= mv dv = ﬂfv r? sin GdrdBdp = jf rzdrjgz sin ﬁdﬁf;” dp= RT 2.2.zr . C’est-a-dire que

v = ;ﬂ'R 3 qui est bien le volume de la sphere.

On peut obtenir la surface (donc deux dimensions) de la méme sphére en fixant dés le début

r=R:s=|[[ ds=R?[]sin6dd[}" dp=47R>.

3. Analyse vectorielle

Un objet mathématique qui dépend des coordonnées spatiales x, y, et z est appelé un
champ. Un champ peut aussi dépendre du temps. Un champ peut étre scalaire (f(x, y, g) ou
ftx, y, 2, ) ou vectoriel. Un champ vectoriel est un vecteur qui dépend de x, y, z (et, peut-&tre
aussi, de 7). Chaque composante du champ peut étre fonction des trois variables spatiales x, y et z.

V(1) = (Val%, 3, D, Vy(% 3, 25 Vil%, 3, ) (1.11)
On écritaussi V (r)ou V (r, t).
Un vecteur qui ne dépend pas de r est un champ dit uniforme. Un champ indépendant du temps
est dit constant.
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Exemples. Le champ ¢lectrique, le champ magnétique et la vitesse d'un fluide sont des champs
vectoriels, tandis que la température, la pression, et la densité de 1'atmosphere sont des champs
scalaires.

|
3.1. LES OPERATEURS : Gradient, divergence et rotationnel.

a- L’opérateur gradient

Soit f ( r ) = f (x, y, 7) un champ scalaire. On peut, en général, calculer les dérivées
partlelles de f par rapport aux variables x, y et z (de méme que les dérivées secondes, etc.). Soit

r=(yzgetr +dr = (x+dx y+dy, z+dz) deux points séparés par une distance infiniment petite.

La différence entre f ( r+dr )etf ( r ) est, au premier ordre, donnée par les premiers termes de
la série de Taylor :

f(x+dx,y+dy,z+dz)-f(x,y,z)=aldx+a—fdy+6ldz (1.12)
ox Oy 0z
Définissons un champ vectoriel noté grad f dont I’expression est :
o of af
rad
el = ooy e
Le second membre de 1’équation 1.10 serait le produit : gradf.d r. Alors on peut écrire :

gradf dr= fr+dr)— fr)=Lax+ Ly + Ly (1.13)
ox oy 0z

Le champ gradf est appelé gradient de f. L’opérateur gradient est un champ vectoriel

agissant sur une fonction scalaire.

of . of - af*
df =L i+ L j+ L 1.14
gradf 6xl+8yj+6z ( )

Pour un dr donné, il est clair que f(r+dr)— f(r) sera maximum sid rest paralléle a

gradf . Ainsi, le gradient donne la direction de variation maximum d'une fonction. Par ailleurs,
une fonction ne varie pas dans une direction orthogonale au gradient.

b- L’opérateur divergence.

Soit un champ vectoriel V= Vx, y, 2), Vi(x, 3, 3), Vi(x, y, 7). La divergence de V estle

- — oV, OV, oV
champ scalaire noté divV et défini comme divlV = —< + Y=z

ox oy o7
La signification physique de la divergence sera examinée plus tard.

c- L’opérateur rotationnel.

Soit un champ vectoriel y = Vix, y, 3), V(x, 3, 2), Vi(x, y, 7). Le rotationnel de V estle

champ vectoriel rotV noté et défini comme :

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI
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i ik
ov, ov, - ov, ov, - oV, ov, -
- E e e ) R < Y
ox Oy Oz Oy 0z ox 0z ox Oy
Ve Vy V,

La signification physique du rotationnel sera examinée plus tard. Il est aisé de montrer

que, pour tout champ scalaire f ( r ), rot (gradf( r )= 5, c'est a dire que le rotationnel d'un

gradient s'annule toujours. Inversement, on peut montrer que si V est un champ vectoriel tel que

rotV =0 , alors il existe un champ scalaire f'tel que V = gradf . On dit que V est un gradient. I1
est ais¢ de montrer que, pour tout champ vectoriel div( rotV ) =0, c'est a dire que la divergence

d'un rotationnel s'annule toujours. Inversement, on peut montrer que si V est un champ vectoriel

tel que divV = 0 alors 1l existe un champ vectoriel W tel que W = rotV . On dit que W estun
rotationnel.

d- L’opérateur Nabla§ .

0 0 0
C’est un opérateur vectoriel qui a pour composante : (6_ 6_ 6_) tel que :

Vf(x,y,2)=gradf(x,y,z)
VV(x,y,z)=divV(x,y,z)
6’/H—/)(x)y:z) = grad;(x’y’z)

e- L’opérateur Laplacien A

C’est un opérateur scalaire obtenu par deux applications successives de V sur un champ de

2 2 2
0 2f+6 2f+6 Zf
ox Oy 0z

scalaires : Af (x,,7) = Y ( \ f(xp,2) =div (grad f (x,y,3)) =

4. Théorémes fondamentaux.

4.1 Circulation d’un vecteur.

Soit, dans 1’espace, un champ vectoriel E( r ) (; —OM ). Sur tous les points de la courbe
ab (figurel.2), E( r ) peut avoir une direction différente. En particulier entre deux points voisin
M et M’. On appelle circulation de E( r ) le long de la courbe ab, la quantité :

C(E /ab) = [ E(r ).dI (1.15)

ab

E(r)dl est la circulation élémentaire de E ( r) lelongde MM' = MM’ =dl

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI
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C(E /ab) = [E.dl.cosa

ab
-Si E.LZI, cos a=0 et donc C(E/ab) =0
-Si E//t?i, cos =1 et donc
C( E/ab) = IE .l sien plus E est uniforme
(constant en‘fclc))ut point M de ab) alors :
C(E /ab) = E [ dl = E.ab

ab

Figure 1.2

4.2. Flux d’un vecteur a travers une surface.

A dS on associe dS dont les caractéristiques
sont : - module : aire de dS

- direction : normale en M a dS

- sens : au choix
dS =dS.n
Par définition, on appelle flux de E a travers
la surface S, la quantité : &(E /S) = -”S EdS

- Si ELdS, cos a=0ct &E/S) = 0. Le Figure 1.3
flux est minimal.

_Si E//dS ,cos a=1et @(E/S) = .US EdS . Si en plus E est uniforme (constant en tout point

M de S) alors @ E/S) =E -US dS = E.S . Le flux est maximal. On peut imaginer que le flux d’un

champ vectoriel a travers une surface serait la quantit¢ de vecteurs qui traverse cette méme
surface.

4.3. Théoreme de Stokes.

Soit : - Un Champ de vecteurs E . ds
- Une courbe fermée C
- Une surface S s’appuyant sur C
Important : Nous avons orienté la courbe C
(fleche), en un point M de S, le vecteur

surface dS obéira a la régle du tir bouchon
ou a la régle des trois doigts de la main droite. C

Enoncé : La circulation de E a travers (C) est égale au flux a travers § de son rotationnel.

§ Edl = [[ rot EdS (1.16)
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Le symbole §C signifie que la courbe d’intégration (C) est fermée.

4.4. Théoréme de Green Ostrogradski.

Soit: - Un Champ de vecteurs E .

- Une courbe fermée C

- Une surface fermée S délimitant un
volume V'
Important : Quand la surface est fermée, on

orientedS de I’intérieur vers 1’extérieur.

Enoncé: Le flux de E & travers (8) est égale a l’intégrale triple de sa divergence.
g EdS = [[[,, divE.dV (1.17)

Le symbole j':fs : signifie que la surface d’intégration (S est fermée.

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI
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Exercices sur les rappelles Mathématiques

EXE 1
Soit trois points 4 (2,4,4) et B (3,6,5) ; C (6,6,6).

a- Représenter dans le systéme de coordonnées cartésien les points A, B et C.

b- Donner les composantes des vecteurs 4B et AC et les écrire dans la base (i , j,k).

c- Calculer le produit scalaire AB . AC .
d- Calculer les modules de AB etde AC .
e- Calculer I’angle que fait 4B avec AC

EXE 2

Un point M étant repéré par le vecteurOM =r = xi+ yj+ zk .
Calculer :

a- Le gradient des fonctions : r, I/r et In r.

-

. -
b- La divergence des vecteurs : ret -3
r

-

-

. r r
c- le rotationnel des vecteurs : r, — et -5
r r

d- Le Lapacien Ar.

EXE 3

Soit le champ de vecteurs 17( M ) dont les composantes au point M sont :

Vi, 3, 2), Vi(x, 3, 2), Vix, 3, 3).

Calculer sa divergence et son rotationnel si.
a-V,=2x-y V,=-x+2y V,=-4z
b-V,=2y+3z V,=-2x V.=3x

Le cas échéant donner I'expression dont il est le gradient.

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI
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Electrostatique

I- Force et Champ électrostatiques

1.1 Introduction.

L’¢lectrostatique, est I’étude des interactions entre charges électriques maintenues fixes
dans un repére donné (immobiles).

Pour évaluer les interactions entre charges, il est trés commode d’introduire le concept de
champ. Dans ce chapitre, nous allons introduire et étudier le champ électrostatique (on dit
souvent le champ électrique) et les méthodes de le calculer quand c’est possible.

Quantification de la charge électrique.

C’est un fait expérimental que toutes les charges ¢électriques isolables sont des multiples
entiers d’une charge fondamentale, égale a la charge du proton. Il semble que tous les protons ont
rigoureusement la méme charge électrique, notée ¢, = 1,602.10"° € (C: coulomb). Tous les
électrons ont une charge égale a -gp,.

L’existence de charges positives et négatives correspond au fait que la force entre deux
charges immobiles (que nous allons bientot investiguer) peut étre attractive ou répulsive. La force
gravitationnelle, par contre, est toujours attractive, d’ou le fait que toutes les masses sont
positives.

Quoi qu’il en soit, les lois de 1’¢lectrostatique que nous allons développer sont
indépendantes de la quantification de la charge. Les forces seront de nature électrostatique. On dit
aussi force coulombienne.

Afin de faciliter la compréhension de certaines parties, dans la suite du cours, nous
supposerons toujours que les charges sont positives (sauf quand c¢’est indiqué).

1.2 La loi de Coulomb.

Soit deux charges ponctuelles immobiles ¢q; et ¢,. La force électrostatique existante entre
les deux charges est attractive si les charges ont des signes opposés, et est répulsive si elles sont
de méme signe.

La force est proportionnelle au produit des charges, et inversement proportionnelle au carré de
leur distance.

Explicitement, si F 72 désigne la force exercée par ¢; sur ¢q, et F 27 la force exercée par

q2 sur q, alors : Fi2= =—Fj (2.1

La constante & = 8.854 x 1072 C* s* kg™ m™ est appelée permittivité du vide. On peut se
rappeler qu’en unités internationales, (47z&))” =k =9 x 10°.

On peut trouver les valeurs précises des constantes physiques sur la page Web du National
Institute of Standards and Technology (http://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html).
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F
\2‘:11 A qi —_—
Z 4 A z NZI
Ly N2 S ug ‘« F
;— IR H r12 12
I p —~_ 2 ) - — 2
T — o, ‘.q\ S T uy Y
/ rZ__-——"—— ' ':2__,_—"
O fosz™ > Ofcz >
Fiz
Y Y
X X
q1 et g2 de méme signe q1 et g2 de signe opposé
L’expression (2.1) peut aussi étre écrite sous la forme :
— Frou 1 — 1 — -
Fpp= 9192 1241 _ 4192 u, = 1192 u, =—F 37 2.2)
4 3 4 2 1Ty 2 72
ey 7 ey rp gy rp

Remarques : - Dans ’expression (2.2) il faut tenir compte du signe de la charge.
- Le sens de la force électrostatique dépend du signe de la charge, alors que le sens

des vecteurs unitaires u; et u, est toujours le méme.

- La force ¢€lectrostatique est trés grande si on la compare a la force de gravitation.
A titre d’exemple : Entre deux électrons qui se repoussent, le rapport entre la force électrostatique
et la force de gravitation est de ’ordre de F/F, = 4 1 0*. La force de gravitation reste donc
suffisamment négligeable devant F,;.

Théoreéme de superposition.

Soit ¢y une charge
¢lectrique située en un point My —

de I’espace et soit q1, 42, . - ., qn (9\.‘:1

des charges situées aux points — - F o
M;, M, ..., M,. On suppose, @i’ﬁ _____________ %}:
bien sir, que les charges sont ¢ L, T TTTTTTToo » F 5

ponctuelles et immobiles. C’est Fio
un fait expérimental que la force .
totale exercée par les n charges o . Fno

sur ¢qo est la résultante * . Gé
vectorielle des forces qn u,

coulombiennes exercées par
chacune des n charges. Ceci s’appelle le principe de superposition. Explicitement, si F désigne
la force électrostatique totale exercée sur ¢, alors :

— n q q. 1 —
F = ZL_ZMI' (23)
i=147€0 1}

Oury(i=1,2, ..., n)est ladistance qui sépare la charge ¢; de la charge ¢,.
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1.3 Champ électrique dans le vide.

Dans I’expression (2.3), on peut remarquer que la charge ¢y ne dépend pas de i. On peut la
faire sortir a ’extérieur de X

— U; (24)

La quantité entre crochets est indépendante de la charge ¢y. Elle ne dépend que des autres charges
et de la distance MyM;. Cette quantité est appelée champ ¢€lectrique :

— n . r—r: n . 1 —
E= 24‘11 13 — 24‘11 —u; (2.5)
=197 | _ r; =170 r;,
Il est crée au point My par I’ensemble des charges immobiles ¢q;, q2, ..., g.. 1l est tel que, si I’on

introduit une charge additionnelle gy au point My, la force électrostatique exercée sur g, est
donnée par :

F=qyE (2.6)

Physiquement, les forces sont des quantités mesurables. A premiére vue, il peut sembler
que le champ ¢électrique n’a qu’une signification mathématique, en 1’occurrence, un vecteur qui
permet de calculer aisément les forces. Mais le champ électrique a deux autres caractéristiques
importantes. D’ une part, il sert a éliminer le concept d’action a distance. En effet, il peut étre
désagréable de penser que deux charges puissent s’influencer sans qu’il y ait rien entre elles.
Dans ce contexte, le champ électrique est 1’entité qui, de proche en proche, transmet 1’interaction
d’une charge a I’autre. La présence d’une charge modifie les propriétés de 1’espace environnant,
et I’espace ainsi modifié produit la force sur ’autre charge.

Le champ électrique a, d’autre part, véritablement une signification physique. Ceci est
relié, entre autres, au fait qu’il possede de 1’énergie et de I’impulsion, comme nous le verrons
éventuellement. En fin, comme on a pu le constater, le champ électrique est inversement
proportionnel & # ; on dit qu’il est newtonien.

Important : Le champ électrique crée par une charge existe en tout point M de l’espace
alors que la force électrique n’existe que s’il y a aux moins deux charges.

Cas particulier
1- champ crée par une seule charge ponctuelle
— 1 q — — — — —
E= —u Quand ¢ >0 E et u sont de méme sens et quand ¢ <0 E et u sont de
47[80 r2

signe contraire.
On dit que le champ électrique fuit les charges positives et se dirige vers les charges
négatives.

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI



Electricité 1 17

Esigs0  E sig>0

— : -~ »
q M

On appelle lignes de champ (on dit aussi ligne de force), I’ensemble des courbes qui sont

constamment paralléles au champ. En d’autres termes c’est “’la trajectoire de E .
Dans le cas d’une seule charge les lignes de champ sont des droites qui se coupent au
point ou est placée la charge.

Cas d’une charge négative Cas d’une charge positive

Le tracé des lignes de champ permet d'établir I'allure générale du champ ¢électrique dans
une région donnée de l'espace. La ligne de champ représente l'orientation du champ électrique
résultant en un point de l'espace. En tout point, le champ électrique résultant est tangent a la ligne
de champ passant par ce point. Pour tracer convenablement les lignes de champ, certaines régles
s'appliquent :

1. Les lignes de champ sont continues entre les charges positives et négatives. Les lignes
de champ sont produites par les charges positives et absorbées par les charges négatives.

2. Le nombre de lignes de champ produites ou absorbées par une charge est proportionnel
a la grandeur de la charge (une charge +2¢ produit deux fois plus de lignes qu'en absorbe une

charge -q).

3. Les lignes de champ doivent respecter la symétrie de la distribution des charges.
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4. Les lignes de champ ne doivent pas se croiser.

5. En s'¢loignant de la distribution de charges, les lignes de champ semblent provenir
d'une charge ponctuelle de valeur égale a la charge nette de la distribution.

1.3.1.Champ électrique crée par une distribution continue de charges.

D’un point de vue microscopique, la charge électrique est portée par des particules
¢lémentaires extrémement petites. D’un point de vue macroscopique, cependant, on peut souvent
considérer que la charge électrique est distribuée de facon continue. Ceci suppose que I’on se
situe & des échelles beaucoup plus grandes que les dimensions des particules.

Donc, dans un espace donné une distribution continue de charge est un ensemble de
charges ponctuelles supposées collées 1'une a 1’autre et le moindre espace vide entre deux
charges voisines est inexistant.

Une distribution de charge continue peut étre volumique (que I’on note souvent p),
surfacique (o) (on dit aussi superficielle) ou linéique (4). Une distribution de charge peut étre
constante ou variable.

a- Distribution volumique.

Supposons qu’un volume quelconque
v contient une distribution continue de
charges. Soit dv un élément de volume autour
d’un point My. Supposons que, dv soit petit
par rapport aux distances macroscopiques,
mais grand par rapport aux dimensions des
particules. Soit dg la charge électrique
¢lémentaire contenue dans dv.

La densité volumique de charge au point M, notée p, est définie comme :

p contient la charge dq,
_4%
p=4 @)
Le champ crée par dg au point M est :
—_ 1 d —
dE = e 2.8)
47[80 r 2

Si maintenant on divise v en un ensemble de volumes trés petits v; (i = I --- > n) contenant
chacun une charge élémentaire dgq;, le champ total crée au point M par toute ces charges (donc par
une distribution discontinue de charge) serait :
- h 1 d¢g;— I 1 Vi —
E=y_ L %i,_<s 1 phi. 2.9)

i=14769 1} =147y r?

Ou r; est la distance entre la charge ¢; (située au point My;) est le point M et u; est le vecteur
unitaire de la direction My;M.
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Et si en plus on fait tendre n vers I’infini, la distribution discréte de charges va devenir une
distribution continue et le champ serait :

E=[ff, — 2%

v 47[80 r

(2.10)

Notons qu’une intégrale vectorielle s’évalue composante par composante.

b- Distribution surfacique

Pour une distribution surfacique, le méme résonnement nous conduit a :
1 O'ds -
E=]|

s 4”30 r
c- Distribution linéique

2.11)

Et en fin quand la distribution est linéique nous aurons :
1 O'dl -

E= II —u

4”80 r

(2.12)

1.4 Théoréme de Gauss.

I.4.1 Angle solide.

Essayons de comprendre la signification d’un angle dans le plan :
Selon le schéma ci-contre, d@ est I’angle
sous lequel du point O on observe le segment

[AB]. dl est I’arc découpé sur le cercle de A

rayon R par les segments [0A] et [OB]. dg
dl=Rdo. QN
Si R =1 alors dl =d@ (60 en radian). 0
On peut dire qu’un angle en radian est la “

longueur de I’arc découpé sur le cercle de

! Cercle de rayon R = 1
rayon 1 (une unité : 1 métre, lcm,...).

L’angle sous le quel de O on observe tout le plan est le périmétre du cercle de rayon 1
c'est-a-dire 2zR = 2 zradian.
Par analogie, un angle dans I’espace, est la surface (au lieu du périmetre) découpée sur la

sphere (au lieu du cercle) de rayon 1. On I’appelle angle solide et on le note £2. £2 est défini en
stéradian (srd).
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d2 est I’angle solide sous lequel du
point O on observe la surface dS. ds est la
surface découpée sur la sphére de rayon 1 par
le cone C.
On montre que :

ds R?

dScosa ;2

Sphére de rayon R = 1

Soit :
2
d.Q=ds=R ds cosa
2
r
AvecR=1:
dgzdchsazdS;tuzdSZu (2.13)
r r r

L’angle solide sous lequel on observe tout I’espace est la surface de la sphére de rayon 1 :
Q=47R° =4zxsrd.

1.4.2 Flux du champ électrique.

a- Cas d’une seule charge

* Flux de E a travers une spheére.

On cherche le flux du champ électrique a
travers une sphere (surface fermée) de centre O
et de rayon R. En tout point M de la surface de
la sphére, nous avons :

— 1 —
E(M )= .
47!’80 R2
Bt E(R)=—1_ 4 (2.14)
47[6‘0 R2

; et Zé sont colinéaires : ;E =udS=dS

da( E/dS) = E.dS estle flux du champ a travers la surface élémentaire dS. On dit que c’est un
flux élémentaire.
Le flux est :

O(E/S)=[d®(E/dS)=[[ E dS=[[ E udS = [[ E dS
Or, quelque soit le point M de la surface de la sphere, la distance OM est toujours égale a R.

Puisque E ne dépend que de R, sa valeur sera la méme partout sur.S; d’ou :
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@(E/S)=E[[(dS =ES=E 4R’ (2.15)
Des relations (2.14) et (2.15) on déduit :
o(E/s)=2L (2.16)
]

Le flux du champ électrique a travers une sphere est indépendant de son rayon (donc de
la sphere elle-méme). Il ne dépend que de la charge qui crée le champ.

* Flux de E a travers une surface quelconque.

On cherche a calculer le flux du
champ électrique a travers une surface
quelconque S (surface fermée). En tout
point M de la surface tel que OM = r, nous

avons :
_ q ~
E(M)= ——u
(M) drey p2
q
Et E(r)= — 2.17

Avec ;ZS" =dS.cosa

day( E/dS) = E.dS est le flux élémentaire du champ a travers la surface ¢lémentaire dS.
q
4rmegr

d®(E/dS)=EdS = EudS = E dS cos o = dS cos

Le flux ¢élémentaire peut tre écrit sous la forme :
q dScosa

d®(E/dS )= (2.18)
dney 2
dS cosa , . . .
——— est I’angle solide sous lequel du point O, on observe dS; soit :
¥
AD(E /ds )=-192
€9 4dr
D’ou:
®(E/S)=[dD(E /dS)=-L (2.19)

€
Le flux du champ électrique est indépendant de la surface choisie (sphere, surface
quelconque, ...etc.). Il ne dépend que de la charge (q) et du milieu (ici le vide : &).

Remarques :

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI



Electricité 1 22

- Quand la charge ¢ est a
I’extérieur de S, le nombre de
surfaces élémentaires dS découpées
par l’angle solide d€2 sur § est
obligatoirement pair : donc d@ total
estnul => @=0.

- Quand ¢ est a ’intérieur de S, le
nombre de surfaces €élémentaires dS
découpées par I’angle solide d€2 sur
S est obligatoirement impair et en
plus d® garde la méme valeur:

do=192 o p_4 P

80 4 80 4
avec =47 donc :
O(E/ds)="L . .
D) dS=dS n

En résumé, chaque fois que la charge se trouve dans la surface fermée, le flux est non nul
et chaque fois qu’elle est a [’extérieur de la surface fermée, le flux est nul.

1.4.3 Théoréme de Gauss.

Dans le cas de plusieurs charges distribuées dans 1’espace, le flux du champ électrique a
travers une surface fermée quelconque est la somme algébrique des flux envoyés par chacune des
charges (principe de superposition).

- - — 1
Q(E/S) = ﬁ)Sfermée E ds = gzqintérieures (2.20)

Qintérienres désigne la charge totale contenue dans la surface fermée S. Les charges qui sont a
I’extérieur de S envoient un flux nul
Dans le cas d’une distribution continue, le théoréme de Gauss prend la forme :
e distribution volumique :

—
ﬁ’sfermée E dS = g.[ﬂ[/pdV (2.21)

V: volume chargé contenu dans la surface fermée S.
e distribution superficielle

——
Hs formee E 45 = gfﬂ;adﬂ (2.22)

S : surface chargée contenu dans la surface fermée S§.
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e distribution linéique

- — 1

E dS = —[Adl (2.23)
[ : longueur chargée contenu dans la surface fermée §.

ﬁS fermée

Remarque :

Dans le cas d’une distribution volumique, on peut utiliser le théoréme d’Ostrogradski
pour convertir I’intégrale double en une intégrale triple :

HEdS = [j vEdv  Avec BEaS = (], pav .
S fermée S fermée €0
Il s’ensuit que :
divE="L" (2.24)
€9

L’expression (2.24) est dite forme locale du théoréme de Gauss. On I’appelle équation de
Poisson.

S’il y a absence de charge dans le volume V, p = 0 et donc divE = 0<=> ﬁs EdS =0 , on dit

que le champ électrique est a flux conservatif. C'est-a-dire que le flux total reste nul.

Explication :

Soit § une surface fermée formée par : un tube de force + s; + s,. Le flux de E a travers §
est:
@(E/S)=0=®(E /tubede force)+ ®(E/s; )+ D(E/s5)

E tangent aux lignes de champ : @(E / tube de force)=0 donc @®(E/s;)=—-DP(E /s, ).

Le flux entrant dans la surface § est égal aux flux sortant de cette surface, c¢’est pour cette
raison qu’on dit que le flux est conservatif.
Remarque : Un tube de force est une surface cylindrique latérale formée par les lignes de
champ.

I.5 Application : calcul de E par le théoréme de Gauss.

I.5.1 Champ crée par une sphére chargée avec p uniforme.

dq; et dgq, symétriques par rapport au plan diamétral
passant par OM =r.

N

1 d
dE1=4 % ry=r
7€Yg r
, d’ .= dE;=dE,
dE; = A dqy =dq;
drey rzz

E = d_E: 1 +d—E 2 adonc la méme direction que r. On dit
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qu’il est porté par r. Il admet donc une seule composante qui est la composante radiale. On dit
que le champ est radial.
Le volume de la sphere peut étre divisé en un ensemble de charges ponctuelles

symétriques deux a deux. Chaque couple de charges va crée un champ élémentaire radialdE . Le
champ résultant, crée par I’ensemble des charges de la sphére sera donc radial.

De plus, quelque soit M, tant que OM reste égal a r, le champ va garder le méme module.
L’ensemble des points tels que r = constante est une sphére S de centre O et de rayon r.

D’ou:

= —— 1

Q(E/S)=ﬁSEdS=ngpdV

T as P

E //dS EdS == [[[, dV
= figeas=2(ll,

Euniforme =  EffcdS=2-[[[, av
€0

- Es=Lvy
€9
2 4 .3 PR3 1
Avec S=4zr° etV =—zR~ nousaurons: E(r)= —

Remarque : § est la surface fermée a travers laquelle nous avons calculé le flux de E. § est une
surface fictive. Elle n’existe pas réellement, nous 1’avons inventé pour les calculs. On 1’appelle
aussi la surface de Gauss.

V est le volume chargé qui se trouve dans la surface fermée. Ne 1’oublions pas, seules les charges
a Pintérieur de la surface fermée auront un flux

non nul.

Un autre cas s’impose c’est lorsque r est
inférieur a R. C'est-a-dire quand le point M, ou
I’on veut calculer le champ se trouve dans la
sphere chargée. Dans ce cas la surface fermée va
étre elle aussi dans la spheére chargée. Le méme
raisonnement nous conduit alors a :

Es=Ly
€0
A E(r
Avec S=4rr? et V=§7zr3 . Les charges a (
PR
I’extérieur de S ont un flux nul et ne doivent pas E """
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étre prises en compte dans le calcul de V. Ce cinous conduita: E(r)= 3L r
]

On peut tracer les variations de E quand M varie dans I’espace, c'est-a-dire quand r varie. Il s’agit
de tracer les variations de la fonction :
3
R” 1 .
pT -~ st ¥r>R

E(r)=

E(r)=£r si F<R
0

On remarque que lorsque le point M est sur la surface de la sphére chargée, E vérifie :
R . .
E (r) = E (r) = Viad . Le champ est une fonction continue.
r>R* r>R €0

1.5.2 Etude des symétries
- Cas de deux charges ponctuelles
identiques.

Si M € au plan de symétrie P, E est
porté par ce plan. Si M ¢ au plan de

symétrie, la direction de E change selon
la position de M.

- Cas d’une distribution quelconque présentant un plan de symétrie (figure a).
Si M e au plan de symétrie, E est porté par ce plan. Si M ¢ au plan de symétrie, la direction

de E change selon la position de M.

- Cas d’une distribution quelconque présentant deux plans de symétrie (figure b).
SiM € P;, E estdans P;.

SiM e P,, E estdans P;.
SiM e A=P;n P, E estporté par 4. ==> A est une ligne de force.
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Figure a

Exemple :

* Sphére chargée (distribution de charge uniforme):
Il existe une infinité de plans diamétraux passant par OM (figure c). Ces plans se coupent

selon la direction OM ==> OM ligne de champ.

* Plan chargé (distribution de charge uniforme):
Il existe une infinité de plans passant par HM et perpendiculaires au plan (figure d). Ces

plans se coupent selon la direction HM ==> HM ligne de champ.

* Cylindre infini chargé (distribution de charge uniforme) :
A =Py P, = ligne de champ (figure f).

Figure d

Figure ¢

I1. Potentiel électrique dans le vide

I1.1 Introduction.
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I1.1.1 Cas ou le champ est produit par une seule charge.

On reprend ici ’expression (1.15) qui donne la circulation d’un vecteur le long d’une
courbe :
E T ot - 1
C(E /ab) = IE(F).dl avec E = iz
ab 47[80 r

u

- - = 1 - = o — o
E(r)dl = iz udl  u.dl=dlcosa=dr estlaprojection de dl sur la direction OM.

D’ou :

C(E/ab)= _[E.dl.cosa:j q dr

2
ab ab4”‘90 r

B
dmeg | r? |, 4meglra TB

ou r4=O0Aetrg=0B.

La circulation de E ne dépend que de A4 et B, elle ne dépend pas du chemin suivi entre
ces deux points.
On peut écrire :

C(E /ab) = f(A) - f(B)

Cas particulier: AB est une courbe fermée A=B. Dans ce cas ry = rp et
C( E/AB )= 35E¢;i =0 . On en déduit d’apres le théoréme de Stokes que : rotE=0. On dit
AA

que la circulation de E est conservative.

I1.1.2 Le champ est produit par un ensemble de charges ponctuelles.

Soient ¢y, q2, ..., g placées en Oy, Oy, ..., O,. En un point M de AB, ces chargent créent
unchamp: E=Ej+E2+..+ E,.
— —_—— — — —  — —  — n —
==>C(E/AB)= [Edl= | Ejdl+ [Ezdl+..+ [Epdl=Y C(E;/AB)

AB AB AB AB i=1
et d’apres I1.1.1 :

C(Ei/AB)="1i - .
472'80 OIA OiB
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I1.2- Potentiel électrique.

1 1
C(E/AB) lZIC(E, /AB)= ,2147%:0 |:0 170 Bi|
_ Z 1 n qi 1
im 147[80 0; A i—147€y O;B
= fonctionde A— fonctionde B
On définit ainsi une fonction de points a valeur scalaire ; on la note V et on I’appelle
potentiel électrique. Ainsi on a :

_[Ed_i =V (A) -V (B)=différence de potentiel entre 4 et B.

AB

En un point quelconque M entre A et B le potentiel s’écrit donc :
1

V(M )= Zq’+k avec r; = OM

4”80 i= Ir
Il est défini a une constante prés. Par convention on suppose que le potentiel a I’infini est
nul : V(w) =0 =>ri=>0=>k=10.
Dou :

n .
rrd Vs G.1)
7Eg j=1%i

Une seule charge ponctuelle, placée en un point O, crée donc en tout point M de I’espace

V(M )=

1
un potentiel : V(M )= y 1 our=o0M.
LEY r

I1.3- Relation entre le champ et le potentiel électrique.

Les propriétés électrostatiques de 1’espace peuvent étre représentés soit par un champ de

vecteurs E(x, y,z) soit par un champ de scalaires V{(x,y,z). Cherchons la relation entre ces deux

grandeurs.
vt -1 __Fa
drgy dney p?
Or dV= anx 6_de+6_de gradV.Ei
ox oy 0z
Dou  E=-gradV (3.2)

On dit que E dérive du potentiel V.

La relation vectorielle (3.2) est équivalente a :
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i oV
4 £o--2
ox op
E Ey=_a—V E Ey=_ia_V
oy p 0p
E,.__ 8_V E__ G_V
0z L 0z
En coordonnées cartésiennes En coordonnées cylindriques
Remarque
A I’aide des équations (2.24) et (3.2), on en déduit :
av+ P - (3.3)
€0

Dite équation de Laplace.

I1.4- Surface équipotentielles.

Si I’on écrit V(x,y,z) = constante, on peut en déduire une équation sous la forme z = f{x,y)
qui, dans le repere (X, ¥,Z), serait une surface dont tous les points au méme potentiel. On dit que
c’est une surface équipotentielle ou encore une surface de niveau.

En fait il y a plusieurs surfaces de niveau. A chaque valeur de la constante correspond une

surface.
Sachant que :dV = gradV .dl =—FE .dl, alors E L dl (dV=0). Le signe (-) montre que le

champ se dirige vers les potentiels décroissants. Les lignes de champ sont donc toujours
perpendiculaires aux surfaces équipotentielles.
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I1.5- Application.
I1.5.1- Cas d’une charge ponctuelle.

1 ¢q

472’80 r

V(M )=

V= constante => r = constante
=> les surfaces équipotentielles seront des sphéres de centre O (ou est placée ¢) et de rayon r.

Lignes de champ

Surfaces équipotentielles

't ]

I1.5.2- Cas de deux charges ponctuelles.

V(M )= I e _4a = Constante => ¢ S =constante => les surfaces
4rneg | ry rp ry rg

équipotentielles sont des surfaces de révolution autour de 1’axe contenant les deux charges (voir
dipdle ¢électrique).

I1.5.3- Etude du dipole.
a- Définition.

Un dipdle est un ensemble de deux charges ¢électriques ponctuelles +¢ et —g séparées par
une distance ’a’’ tres petite devant r = OM qui est la distance du dipdle au point d’observation
M.

On appelle moment dipolaire du dipdle la grandeur : ;=qﬂ=qa;. P s’exprime en
C.m. Souvent on utilise le Debye : 1 Debye = %10_19 Cm.

On distingue deux sortes de dipdles : le dipole rigide pour lequel le moment P reste
constant indépendamment du champ extérieur dans le quel il est plongé (les molécules polaires)
et le moment non rigide pour lequel P varie sous 1’action d’un champ extérieur (la molécule
HCI).
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b- Potentiel crée par le dipole.

4”80 ry4 rp

V(M )= 1 [i_i}

4 Ta~""B

_472'80 ryqrp
OM=r>>a => O~«
rqy=AH + HM r=0OH'+H'M

a et a
~—cosO+r ~—cos@+rp
2 2

D’ou:
ry—rg=acosf
I’AFB =l‘2

5
Done V=14 acos0= u
4rey

r? 4ﬂ£0r2

Remarque :

Quand 8= w2, M € au plan médiateur de AB =>V = 0, c’est une surface équipotentielle
particuliere.

c- Champ crée par le dipole.

E =—-gradV <=> r soit
10V
Eg=—-""
r 060

D’ou
3

4ﬂ'80"

E .
Remarque : #tgp = —6 _ 5" ¢

r

P
E=,IE,2+E5 =——1+3cos? 0

— 1gp="L1g0
E 2cos 0 &9 Zg

2Pcos @ .
=7 composante radiale
4rmegr
Psiné .
= 3 composante orthoradiale
4re or

. : .. 2P
Si M=M;, 0= 0 1°° position de Gauss. Eg=0ct E=E,=

47r30r3

Si M=M, 8= /2 2™ position de Gauss. E, =0 ¢t E=Eg= P

47r£0r3
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e SiM=M; 6=m Eo=0ct E=E,= %
4dregr
. -P
o SiM=M,, 0=-w2.E,=0¢ct E=Eg= — 3
4regr

d- Lignes de champ et Surfaces équipotentielles.

Lignes de champ :

Un déplacement ¢lémentaire dl sur une ligne de champ a pour composante :

— |d
dl r donc #1gp = ltge = ﬂ => ﬂ = 2¢:os¢9
rdé 2 do r sin @

df = Inr=2Ilnsin@+1Ink
Soit: r=ksin’@

Surfaces équipotentielles :

Pcos@ cos @
V=cte => —2=cte =>
4regr r

=cte. Soit: =k’ cosé.

Avant de tracer les lignes de champ, il peut étre utile de déterminer I'orientation du champ
¢lectrique résultant en quelques points de I'espace.

LS

;oo

Vecteurs champ produits par la charge +¢ (en vert), par
la charge -¢ (en rouge) et le champ résultant (en noir).

Lorsque l'orientation du champ résultant est connue pour plusieurs points de 1'espace il est
plus facile de tracer convenablement les lignes de champ électrique.
Le nombre de lignes de champ produites par la charge positive est le méme que le nombre

de lignes de champ absorbées par la charge négative. Les lignes de champ sont toujours
perpendiculaires aux surfaces équipotentielles.
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Lignes de champ

Surfaces
équipotentielles
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III. LES CONDUCTEURS
II1.1 Introduction.

II1.1.1 Conducteurs et isolants.

Un conducteur est un ¢élément de la matiére dont les charges peuvent se déplacer sous
I’action d’un champ extérieur. Les charges mobiles sont des électrons dans le cas d’un métal et
des ions dans le cas d’une solution d’électrolyte.

Un isolant est un élément de la matieére dont les charges sont liées a chaque atome et ne
sont pas libres de se déplacer méme sous I’action d’un champ extérieur.

Si I’on dépose une charge en un point d’un conducteur, elle créera un champ électrique en
tous les points de celui-ci ; d’ou déplacement des charges mobiles et a I’ equ111bre la charge sera
répartie en différents pomts du conducteur. Par contre pour un isolant, il n’y a pas déplacement
de charges et la charge initiale restera a ’endroit ou elle a été¢ déposée.

Dans la réalité un conducteur parfait n’existe pas de méme qu’un isolant parfait est un cas
idéal. Il n’existe que des mauvais isolants et des mauvais conducteurs.

Un conducteur est dit en équilibre électrostatique lorsque toutes les charges qu’il
contient sont immobiles.

I11.1.2 Propriétés d’un conducteur en équilibre.

Soit un conducteur (C) isolé,
immobile et initialement neutre.
Isol¢: pas d’influence entre le
conducteur et les charges qui peuvent se
trouver a son voisinage.
Immobile : si le conducteur n’est pas
immobile ses charges ne le seront pas
non plus.
Initialement neutre : sa charge totale est
nulle JQ=0=>p=0,E=0¢ctV=0. + +

On dépose une charge 0 en un pomt de ce conducteur. A 1’équilibre toutes les charges

sont immobiles : ZF 0= qE > E= 0——gradV =V =cte.

Théoréme de Gauss : ﬁs EdS =0= —Zqi (S est une surface fermée quelconque dans le
€9

conducteur) => > ¢g; = 0 => p= 0. Donc la charge ne peut étre que sur la surface du conducteur.
La distribution est superficielle (o). Toute surface dans le conducteur est équipotentielle. On en
déduit que toute la surface du conducteur est équipotentielle. Le potentiel étant une fonction

continue, on en déduit que tout le conducteur est équipotentiel. A I’extérieur du conducteur, les
lignes de champ seront donc perpendiculaires a sa surface.

o varie d’un point de la surface a 1’autre. En effet, si le rayon de courbure est faible o
augmente et si le rayon de courbure est grand o diminue (voir TD).
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Récapitulatif
Un conducteur (C) chargé en équilibre €lectrostatique est caractérisé par :
- E =0 dans tout le volume de (C).
- Le volume de (C) est équipotentiel.
- Ladistribution de charge est superficielle.
- Les lignes de champ sont perpendiculaires a la surface de (C).

Cas particulier : conducteur creux.

Le potentiel étant une fonction continue => dans le creux le potentiel est aussi constant et
¢gale au potentiel du conducteur => 2Q; = 0 => absence de charges dans et sur la surface du
creux. Les charges se repartissent uniquement sur la surface externe. Un conducteur garde ses
propriétés méme s’il est creux.

II1.2. Théoréme de Coulomb- Elément correspondants.
I11.2.1 Théoréme de Coulomb.

Soit un point M placé au voisinage d’un conducteur (C) en équilibre. Et soit 2 une
surface fermée composée de : X'=dS + surface latérale + surface quelconque dans (C).

O(E/Z)=@(E/dS)+0+0={ff EdS

1 1
= j':szdS =—>0;=—
/N ]
Théoréme de Gauss :

ff EdS =izQ,- =éﬁzo-ds

Surface latérale

£0 5 Surface quelconque
o dans (C)
Dou: E=—
&9

Au voisinage de la surface d’un conducteur a 1’équilibre électrostatique prés d’un point ou
la densité de charge est o, le champ est normal a la surface du conducteur et il est égal a o/&.

Remarques :
e Dans le conducteur le champ est nul E;,,,= 0. A son voisinage il .
vaut E,,= o/&. Il y a donc discontinuité du champ a la traversée d’une E ¢xt
couche mince chargée. On suppose que sur la surface du conducteur
. 1%
(au point p) le champ est la moyenne entre E, et Ey,
e_ -
E(P)=Eint+Eext= o Eint=0

2 280
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e Au point p il y a une charge (soit dg cette charge). Le point p est soumis donc a une force

2
¢lectrostatique df = dq E = df =odS 9 -9 4s. On défiit au point p, la pression
26‘0 26‘0
2
d
¢lectrostatique comme : P = 4 -9
ds 280

I11.2.2 Eléments correspondants.

Soient deux conducteurs portant des distributions de charges opposées. Les lignes de
champ auront I’allure :

A 4

2+ 2+ T =S =surface fermée.

T = tube de champ. 11 découpe sur (CI) dS; et sur (C2) dS,. Soient dg; la charge contenue
dans dS; et dq; celle contenue dans dS;. Dans C; et C; le flux de E est nul (E = 0) et a travers T le
champ et le vecteur surface sont perpendiculaires :

D(E/S)=0+0+0
1 1
=—>0;,=—2/dq;+dq;)
] €y

dq 1=- dq 2

Deux ¢éléments, découpés sur deux conducteurs différents, par un méme tube de champ,
sont appelés éléments correspondants.

Deux ¢léments correspondants portent nécessairement des charges égales en module mais
de signe contraire. Ils ne peuvent jamais appartenir a un méme conducteur.

I11.3. Influences électrostatiques.

I11.3.1 Influence sur un conducteur isolé.

Soit un conducteur (C) initialement neutre et isolé => Q=0, V=0, (C) contient autant de
charges + que de charges -. Et soit un conducteur (A4) chargé.

En approchant (C) de (A), (C) va subir électriquement des modifications. On dit qu’il est
influencé. A cause de D’attraction coulombienne, sur la face de (C) qui regarde (4), il y a
apparition de charges (—) et sur la face opposée il y a apparition de charges (+). A 1’équilibre nous
aurons :
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Ligne
neutre

Les lignes de champ partent de (C) vers I'infini => V¢ >V, =0
et de (A4) vers (C)=> V4> V.
D’ou: - Etat initial Qc¢=0 Ve=10
- Etat final Oc 0 Ve>0
Le conducteur (C) apres influence a gardé une charge totale nulle mais son potentiel est
passé de zéro a une valeur positive.

II1.3.2 Influence sur un conducteur relié au sol.

La terre est un grand conducteur (grand réservoir de charges). Ce conducteur est neutre
car il y a autant de charges + que de charges -. Si I’on relie un conducteur (4) chargé au sol,
I’ensemble [sol + (A4)] constituera un nouveau conducteur. La charge, initialement répartie sur la
surface de (4), va se répartir sur toute la surface du nouveau conducteur. Etant donné que la
surface de (A4) est négligeable devant celle de la terre tout semble comme si la terre a absorbé
I’ensemble de la charge de (A).

+ ==>
()

Si I’on coupe le
lien

+
Nouveau conducteur : s , ,
Sol + (A) (A) s’est déchargé
On schématise le sol par le symbole : J—‘ ou —I_—
p y = —

I11.3.3 Influence totale.

On dit qu’il y a influence totale chaque fois que le corps influencé entoure complétement
le corps qui I’influence.

Soient (C) un conducteur creux et initialement neutre et (4) un conducteur portant la
charge Q4. On place (A4) dans (C). A I’équilibre, il va y avoir apparition de la charge (-Q,4) sur la
face interne S; de (C) et +Q 4 sur sa face externe S..
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Si (C) contenait la charge Q¢ a 1’état initial, sa
charge sur S, apres influence serait Q4 + Qc.
Si I’on relie (C) au sol toute la charge sur S, va
disparaitre.

+
Lignes de
champ
I11.3.4 Capacité et coefficient d’influence.
a- Capacité d’un conducteur seule et isolé
0

Soit (C) un conducteur ayant un potentiel V et une charge Q. Par définition C = v est la

capacit¢ du conducteur. C ne dépend que des dimensions et de la forme géométrique du
conducteur. Elle est indépendante de sa nature, de son potentiel ou de sa charge.

La capacité s’exprime en Farad (F). Le Farad est une unité trés grande, souvent on utilise
les sous-multiples : picofarad (I pF=10"? F), nanofarad (I nF=10" F), microfarad (I uF=10"*

F).

b- Systéme de conducteur en équilibre électrostatique.
* Théoréme de superposition
Soit plusieurs états d’équilibre d’un systéme de conducteur :

0, 0,
0’ 0’
E 1 E 5
4__‘ 4_——
in Q,,Z
Etar 1 Etat 2
0; )
0’;
Es Ei+E2+E3 ,
D E— -~ 0’0
0’
0”1 +0
Vv
Etat 3 Superposition
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A partir de plusieurs états d’équilibre d’un systéeme de conducteur, on obtient un nouvel
etat d’équilibre en les superposant. Les densités, les charges totales sur chaque conducteur et le
potentiel en tout point de l’espace sont les sommes algébriques des valeurs dans chaque état
d’équilibre. Le champ résultant en un point est la somme vectorielle des champs crées par
chaque état d’équilibre. Toute superposition d’états d équilibre est un nouvel état d’équilibre.

* Capacité et coefficients d’influence

Soit n conducteurs 4;, Az, ..., A, ayant les charges Qy, Q,, ..., Q, et les potentiels Vi, V>,

..., Va. Supposons les états d’équilibre suivant :

I état, tous les conducteurs sont reliés a la terre sauf A;. Les charges de tous les
conducteurs seront proportionnelles au seul potentiel non nul V;.

Ay Az Ay
Potentiel V; 0 0
Charge C]]VI Cz]V] C,,]VI
2°™ état, tous les conducteurs sont reliés a la terre sauf A,. Les charges de tous les
conducteurs seront proportionnelles au seul potentiel non nul V5.
A; A, A,
Potentiel 0 V, 0
Charge C12 Vz sz Vz an Vz
n°me ¢tat, tous les conducteurs sont reliés a la terre sauf 4,. Les charges de tous les

conducteurs seront proportionnelles au seul potentiel non nul V,.

Ay Az Ay
Potentiel 0 0 Vi
Charge CinVa ConVu CuiV,
Superposition de ces n états d’équilibre :
AI AZ An
Potentiel V; V, V.

Charge CilVi+CpViot...4+C1,Va | C2iVi+CooVot.. . +Co, Vy CotVitCuiVot...4+CpiVa

Cii (i = 1...n) est la capacité du conducteur A; en présence des autres conducteurs. Cj; est
différente de la capacité C d’un conducteur seul. Les Cj; sont toujours > 0.

Cij (avec i #j) est dite coefficient d’influence entre le conducteur A4; et le conducteur A;.
Dans les tableaux ci-dessus, on peut permuter A; avec A; pour montrer facilement que Cj = Cj;.
Les Cj; sont toujours < 0.
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II1.3.5 Les condensateurs.

Soient deux conducteurs 4 et B reliés a deux sources de charges S et Sp.
Chaque fois qu’il y a apparition d’une charge (+) sur A4, il y
a apparition, par influence d’une charge (-) sur B.
L’ensemble des deux conducteurs constitue ce qu’on
appelle un condensateur. 4 et B sont appelés les armatures
du condensateur.

Sy

I11.3.5.1 Capacité d’un condensateur.

Soient :
A : conducteur (Q4,V4)
B : conducteur creux, neutre et relié au sol
Apres influence il apparait la charge -Q 4 sur la face interne de B.

Nous aurons :

O4=C1V4+CpVg=Cn'Vy
O0p=C/V4+CVp=CV4=-04
= CV4i=-CuyV4=>Cyy=-Cy=-C;p=C

Isolons B du sol sans oublier que les capacités et les
coefficients d’influence ne dépendent que de la forme des
conducteurs. Qp n’est plus égale a —Q,4 et nous aurons les
équations d’influence :

0.=C/Vy+Cp2 Vg soit : 0.=CV4-C Vp

O=CV4+CxVp O0p=-CV, 4+ CxVp
= (C = Q—A
Va—Vpg

C : est dite capacité du condensateur. C’est le rapport entre la charge de I’armature interne
et la différence de potentiel entre les deux armatures en commengant par I’armature interne.

Si I’on relie 4 et B par un fil conducteur, les deux faces en regard vont se neutraliser. On
dit que le condensateur s’est déchargé.

I11.3.5.2 Application.

*Condensateur plan

On suppose que les armatures sont infinies.
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§ = deux surfaces de base (SB1 et SB2) + surface latérale (SL).

0 + V4 ek + —l—J/A
_AdS
S I
e — VB -
vX

O(E/3)=®(E/SB1)+D(E/SB2)+®(E/SL)

=—ES+0+0
1
=—(-0)S -~ E=Z
)] &y
2°™ méthode :
E = E( plan+ )+ E( plan—)
E=L+(—i) => E:i
280 280 Y
La charge Q contenu dans ¢ est Q =cS donc Ez%
€0
dV =-E dx => I::BdV:_I;de=_Le =V, -Vg = 0o e
A 30S £0S
VA_VB e

Nous remarquons une autre fois que la capacité ne dépend ni de la charge ni du potentiel
des armatures. Elle dépend des dimensions du condensateur et du milieu dans lequel il est placé

(ici le vide : &).
Si I’on place le condensateur dans un milieu, autre que le vide, caractérisé par une
e o . s e
permittivité €, la capacité aura pour expression : C = —— avec €= & & ou & est la permittivité
e
relative du milieu considéré.

I11.3.5.3 Groupement de condensateur.

*En paralléle

On schématise un condensateur par : — —
Les deux traits verticaux sont ses armatures.
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Supposons que 1’on a » condensateurs soumis a une différence de potentiel (V;-V>) et
groupés comme I’indique le schéma suivant :

Vi

C C;

V2
@

On dit que les n condensateurs sont branchés en parall¢le car ils sont soumis a la méme
différence de potentiel. Nous avons : Q; = Ci(Vi-V2), Q2 = C:(Vi-V3), .., On = Cu(V1-V3). Or la
charge totale répartie sur les condensateurs est Q = Q;+ Q> +...+ Q,
= Q=Ci1(Vi-V) + Co(Vi-V3) + ... + Cu(V1-V2)

=(C1+C2+ ... + CY(Vi-V) (2.3)

On veut que tous ces condensateurs soient équivalents a un seul condensateur de capacité

Cequ soumis a la méme diftérence de potentiel (F;-V?) avec sa charge Q obéissant a :

Q = Cequi(VI' VZ)

n
En comparant (2.3) et (2.4) on en déduit : C = ) C;
i=1

(2.4)

*En série

Maintenant supposons que les condensateurs sont groupés selon :

G

Vs

On dit que les n condensateurs sont branchés en série.
Nous avons : Q = Cy(Vi-V3), Q= Co(V-V3), ..., Q= Cy(Vy1-Vs) d’une part
et Q= C(V;-V,) d’autre part.

. 1 nojp
Ce qui nous donne : —= ) —
i=1Ci

II1.4. Energie électrostatique.

111.4.1 Définition.

Soit ¢ une charge qui se déplacent, sous I’effet d’un

champ extérieur E, de A vers B. E est crée par une autre
charge q’. Le travail nécessaire pour faire déplacer ¢ de dl
est:

dW = F ¢7i=Fdlcosa=qulcosa
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Correction de signe

Si la force est résistante cos a<0etdW >0
Si la force est motrice cos a@> 0 et dW < 0 donc dans les deux cas il faut ajouter un signe (-) a
I’expression dW. On écrit alors :

dW =—F dl =—Fdl cos a =—qEdi cos o

=> Wy_sp=4q] yEdlcosa=q(V,—Vg)

Si A esta linfini V4 =0=> W =gq V. W est le travail nécessaire pour ramener la charge ¢ de
I’infini au point B.

On appelle énergie électrostatique d’une charge q soumise sous [’action d’un champ
électrique, le travail qu’il faut fournir contre les forces électrostatiques pour ramener cette
charge de l’infini ou le potentiel est nul jusqu’a sa position actuelle ou le potentiel est V.

W,=qV

I11.4.2. Energie d’un conducteur.

Supposons que 1I’on charge un conducteur :

Etat initial 0=0 V=0
Etat intermédiaire q 14
Etat final 0 V

Placons-nous a 1’état intermédiaire. La charge se fait progressivement en amenant dg de 1’infini
jusqu’au conducteur ou le potentiel est v. Il faut donc accomplir le travail dW = dgv. A 1’état

final, nous aurons accompli le travail : W = Ivd = Ild = if dq = iQ—Z
) p : q C q c) q4q C 2
2 2
oy Qo _ov
2C 2 2
Remarque
L’¢énergie d’un systeme de conducteurs en équilibre est la somme des énergies de chaque

Ve
conducteur. W = Z%
i

: n 1 .
L’¢énergie d’un condensateur va étre donc W = EQV , ou @ est la charge d’une armature

et V' son potentiel.
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Exercices d’électrostatique
I- Calcul direct de champs électrostatiques.

On peut calculer le champ électrostatique par trois méthodes :
= De fagon directe en utilisant les formules (2) et (3) ci-dessous.
= A l’aide du théoréme de Gauss dans le cas de distributions de charges présentant des
symétries.
= De fagon indirecte en calculant d’abord le potentiel ¥ et en suite en utilisant la relation

—

E = —gradV (voir plus loin).

On doit retenir :
= Loi de Coulomb : Force exercée par gy (placée en un point M) sur une charge ¢ (placée en

un point P).
c_wp. o . F I 409~
r=MP ; u=— ; Fgq4= ——u (1
= Champ ¢lectrostatique crée en un point P par une charge ponctuelle située en M.
- — -y = 1 d
r=MP; u=",E-= 4 (2)
r 47[80 rz

= Champ ¢électrostatique crée en un point P par une distribution de charges. L’élément de
charge dq est centré sur M.

E=]-L %, (3

dq =Adl oudq = odsou dq=pdyvselon qu'il s'agisse d'une distribution de charges linéique,
surfacique ou volumique.

EXE 1

Deux charges ponctuelles égales, placées a une distance a 'une de I'autre, se repoussent avec une
force d'intensité F.

De combien faudrait-il les rapprocher pour que la force de répulsion prenne une intensité double.

EXE 2

Aux sommets 4, B, C, D d'un carré de coté 2a, on place respectivement des charges électriques
ayant pour valeur +¢q, +2¢q, -2q et 2q (¢>0).

Trouver la force €lectrostatique qui s'exerce sur une charge positive g, placée au centre du carré.

EXE 3
Deux charges ponctuelles +¢q et +4¢ sont placées en deux point 4 et B distants de a. Montrer qu'il
existe un point sur la droite AB ou le champ est nul.

EXE 4
Deux charges ponctuelles de méme valeur +¢ sont placées en deux point A(-a,0) et B(a,0).
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Calculer le champ ¢lectrostatique au point M(0,y).
Tracer l'allure de E(y) pour y > 0.

EXE 5

Une charge ponctuelle -2¢q est placée a l'origine O des coordonnées. Deux charges égales, de
valeur +¢g sont placées sur lI'axe des X aux points d'abscisse -a et +a. Déterminer le champ
¢lectrostatique sur les deux axes OX et OY.

EXE 6

Un segment de droite AB, de longueur 2a, porte une distribution continue de charges dont la
densité linéique supposée positive A est uniforme (constante). On prend cette droite comme axe
des X; l'origine O étant au milieu de AB. Soit OY 1'axe perpendiculaire a OX.

1) En considérant deux ¢€léments de charge centrés en deux points P; et P,, symétriques par
rapport a l'origine O, montrer que le champ électrostatique sur 'axe QY est porté par ce dernier.
2) Calculer la valeur de ce champ.

3 Examiner ce que devient I'expression obtenue quand la distance AB augmente indéfiniment.

EXE 7
Un anneau fin de rayon R, porte une densité linéique de charges A constante. Calculer en tout
point M de I'axe de I'anneau le champ E(M).

EXE 8
Un disque plan circulaire de rayon R porte une distribution de charges superficielle uniforme de

densité¢ o. Un point M de 1'axe de révolution du disque est repéré par sa distance z au centre O.
1) Calculer E(M).
2) En déduire le champ crée par un plan infini.

EXE 9

Un plan P est percé d'une ouverture circulaire de centre O et de rayon R. il porte une distribution
de charges surfacique uniforme de densité o.

En utilisant les résultats des exercices précédents et le principe de superposition, calculer le
champ électrostatique en un point M de la droite perpendiculaire a P et passant par O.

II- Théoréme de GAUSS

Le flux du champ électrostatique a travers une surface fermée est égal a la somme des charges a
l'intérieur de cette surface divisée par la permittivité du milieu ou sont placées ces charges.

®(E/S)= Qint @)
€0
Pour appliquer le théoréme de Gauss il faut :
= Déterminer d'abord la direction du champ E (étude des symétries).

= Choisir une surface fermée § de sorte que E soit perpendiculaire ou parall¢le a ds et son
module soit constant. Ainsi E peut sortir de l'intégrale.
= Calculer Qjpt.
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= Faire I'égalité des deux membres de la relation (4) et en déduire E.

EXE 10
1) Une charge ¢ est placée au centre d'une sphére de rayon r. Soit E le champ électrostatique

crée par cette charge. Calculer le flux de E a travers la sphére.
2) La charge ¢ est maintenant placée au centre d'un cylindre de rayon R et de hauteur 2L.

Calculer le flux de E a travers le cylindre.
3) La charge ¢ est maintenant placée entre deux plans P; et P, paralléles et indéfinis. Calculer le

flux de E a travers ces deux plans.
4) Quelle conclusion fondamentale peut-on tirer de cette étude ?

EXE 11 Za a
On considere la surface fermée d'un cube d'aréte a placé dans une région

de l'espace ou régne un champ électrostatique E = x?i
1) Calculer le flux du champ électrostatique a travers la surface total du

\

cube. E/

2) En déduire la charge intérieure du cube. .
3) Retrouver la charge totale dans le cube en calculant, en tout point de X
l'espace, la densité volumique de charges p.

Figure 1

EXE 12 7
1) Calculer le champ électrostatique crée, en tout point M de I'espace, par
une distribution volumique de charges, de densité uniforme p, contenue
entre deux spheres concentriques de rayon R; et R; (R;< R)).
2) Tracer la courbe E(r) avec r = OM. E est-il une fonction continue ?
3) Retrouver la valeur de E si R; tend vers R,. E reste-t-il une fonction
continue ? Expliquer. X
N.B. : Dans la solution on traite aussi les résultats de [’exercice 117.

Figure 2
EXE 13
Un cylindre infini d'axe OZ et de rayon R porte une distribution surfacique de charges de densité
uniforme o
1) Calculer le champ électrostatique en tout point M de l'espace.
2) Tracer les variations du champ en fonction de la distance » =AM ou h est la projection de M
sur l'axe Z.

EXE 14

Soit une sphére, de centre O et de rayon R portant une charge répartie en volume avec une densité
p non constante.

Calculer le champ électrostatique en un point M a la direction ' de O (r' > R) dans les deux cas
suivants :

1)p=ar ou 0<r<R

2)p=b/r
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EXE 15
On considere trois distributions de charges dont les vecteurs champs électrostatiques sont donnés
par:

1) Ej= Zaxy;'+a(x2 —yz);'

2) Ej= —Z(ax ;'+ay;'+bzl;)

3) Ez=ayi+axj

Déterminer dans chacun des cas la densité volumique de charges p.

EXE 16

Expliquer pourquoi on ne peut pas déterminer, en tout point de 'espace, la direction du champ
crée par une distribution de charges répartie sur un segment de droite, sur un cylindre fini ou sur
n'importe quelle figure géométrique contenant moins de deux plans de symétries.

I1I- Calcul indirect du champ électrostatique.

EXE 17

Reprendre 1'exercice 12/3 et calculer en tout point de I'espace le potentiel électrostatique. Tracer
ensuite les variations de ¥ en fonction de » = OM. Le potentiel est-il une fonction continue ?

N. B. : Pour la solution voir exercice 12.

EXE 18
Une demi spheére creuse de centre O et de rayon R est chargée avec une densité 6
surfacique o. Calculer le potentiel électrostatique en O dans les deux cas

suivants : g

1) o= o, = constante positive. Y
X

2) o= g, cosb, ou Pest 'angle des coordonnées sphériques. R

EXE 19

Un disque plan circulaire de centre O et de rayon R porte une distribution de charges superficielle
uniforme de densité o

1) Déterminer directement le potentiel €lectrostatique ¥(z), en un point M, de I'axe de révolution
du disque, repéré par sa distance z au centre O (prendre seulement les points M ayant z > 0).

2) En déduire le champ E(z).

EXE 20
Un anneau fin de rayon R porte une densité liné¢ique de charges A qui varie avec l'angle des
coordonnées polaires @selon la loi 4 = 4, cos@; avec 4, une constante positive. Calculer le

potentiel et le champ au centre de I'anneau.

EXE 21

Un dipdle de moment ; = qa;' est constitué de deux charges ponctuelle -q et +¢ placées dans le
vide aux points A et B de l'axe OX de part et d'autre de O. La distance AB = a. Un point M
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¢loigné des charges est repéré par ses coordonnées polaires r et 6.
1) Calculer le potentiel V(M) du dipdle au point M, en déduire le module et 1'orientation du
champ électrostatique.

2) Le dipdle est maintenant placé dans un champ extérieur uniforme Eo orienté suivant I'axe OX.
Le potentiel de ce champ est nul a l'origine O.

a- Donner I'expression du potentiel électrostatique au point M.

b- Quelles sont les surfaces équipotentielles V' = 0.

c- Quelle est la valeur du champ sur 1'équipotentielle V= 0 en fonction de Ej et 6.

IV- Conducteurs électrostatiques

Un conducteur (C) chargé en équilibre €lectrostatique est caractérisé par :
- E =0 dans tout le volume de (C).
- Le volume de (C) est équipotentiel.
- La distribution de charge est superficielle.
- Les lignes de champ sont perpendiculaires a la surface de (C).
- Un conducteur garde ses propriétés méme s’il est creux.

EXE 22

Sur le sommet d'un conducteur sphérique de rayon R, on pose un petit disque conducteur de
rayon r et de masse m.

Calculer, en fonction de m, R, r et g, la valeur du potentiel V de la sphére pour laquelle le disque
se souléve.

EXE 23

Soit deux spheres conductrices S et §’, de rayon R et R’, reliées par un fil conducteur. On porte
I'ensemble a un potentiel V.

1) Exprimer le rapport @/Q' de charges portées par chacune des sphéres. En déduire le rapport
o/0’.

2) En déduire des conséquences pratiques sur un corps chargé et relié au sol et sur les pouvoirs
des pointes.

N.B. : On suppose que le fil est assez long de fagon que le potentiel de chaque sphére ne peut étre
du qu'a l'influence de ses propres charges.

EXE 24
Une sphére conductrice creuse S, de rayon intérieur R;, de rayon extérieur R, = 36 cm et de
centre O, est placée dans le vide de permittivité relative égale a 1.
L'origine des potentiels est prise a 1'infini.
1) La sphére S porte une charge Qy = 2,8 uC.

a- Déterminer, en tout point de 1'espace, le sens et la direction du champ électrique E crée
par Qy.

b- Calculer E en fonction de la densité de charges de S et en déduire le potentiel.

c- Retrouver, en fonction de Qy, le potentiel électrique.

d- Quelle est le potentiel V et la capacité C de la sphere S. Faire 1'application numérique
et donner Ven kV et C en pF.
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2) On approche de § une deuxieme sphere, conductrice et chargée, de centre O’ et de rayon
R'=18 cm. La distance 00" =d =72 cm (d = 2Ry = 4R’). § est maintenue au potentiel V et celui

de S"est V.

a- Calculer, en fonction de R, V' et V", les expressions littérales de la charge Q de § et de
la charge Q' de §".

b- En déduire l'expression des coefficients, Ci1, Cr2, Ca1, C22 et expliquer la signification
de chacun de ces coefficients.
Ondonne: Q=CpV+CpV'

Q' = C21 V+ sz V'

c- Quelle est I'influence de S’ sur la capacité de S.

d- A.N : Calculer, en microcoulomb, @, Q' et en picofarad Cy;, Cjz, Cz; et Ca;.
On donne V' =140 kV.
3) On admet, maintenant, que les deux surfaces sphériques limitant § ont méme rayon
R; =R, =36 cm et que, par suite, I'épaisseur de S est négligeable.
On place S’ dans § de fagon que les deux spheres aient le méme centre. S’ est maintenue au
potentiel V' et porte la charge Q'. La face interne de § porte la charge Q; et la face externe porte
la charge Q.

a- Calculer, en fonction de R, Q' et V', la charge Q = Q; + @, et le potentiel V' de la
sphere S. Faire I'application numérique.

b- Quelle est la charge @y que porte § avant qu'elle ne soit influencée par S”.

EXE 25

On considére un ensemble de charges +¢, +¢q, -¢, -q placées respectivement aux sommets A, B, C
et D d'un carré de coté a :

Calculer I'énergie ¢lectrostatique du systéme.

EXE 26

Une charge Q est uniformément répartie dans le volume d'une sphére isolante de rayon R.
Calculer son énergie ¢lectrostatique en considérant le travail nécessaire pour créer cette
distribution.

EXE 27

Un conducteur sphérique s de rayon r est fixe et maintenu au potentiel constant v. Au voisinage
se trouve un autre conducteur sphérique S isolé de rayon R portant une charge constante Q. Les
deux centres des sphéres, espacés d'une distance L, restent dans un méme plan horizontal.

1) Calculer la charge ¢ de s et le potentiel ¥ de S en fonctionde v, Q, r, R et L.

2) Calculer la force électrostatique F,, qui existe entre ces deux conducteurs.

3) F, fait déplacer S depuis la distance L = Ly jusqu'a l'infini. Calculer le travail W, fourni par
F,.

4) Calculer I'énergie électrostatique W; du systéme formé par les deux conducteurs quand L = L.
En déduire 1'énergie du systéme Wfquand L tend vers l'infini.

5) Quel est alors le gain en énergie AW du systéme au cours du déplacement.
6) Comparer AW et W, et vérifier alors la conservation de I'énergie.
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EXE 28

Calculer la capacité¢ d'un condensateur cylindrique de rayon intérieur R;, extérieur R, et de
hauteur A.

Que devient la capacité quand 1’épaisseur du condensateur est négligeable devant ses rayons.

EXE 29

Soit un condensateur plan dont les armatures, séparées par de l'air, ont une surface § et sont
¢écartées a une distance e.

On introduit parallelement a ces armatures une plaque métallique d'épaisseur d. Que devient la
capacité du conducteur considéré.

EXE 30

On charge un condensateur C sous une différence de potentiel V. C étant isolé on le relie a un
autre condensateur C’ initialement neutre. Calculer les charges portées par chaque condensateur
ainsi que leurs d.d.p.
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Electrocinétique

I. Généralités — Loi d’Ohm.
I.1. Courant électrique.

Chaque fois qu’il y a mouvement d’un grand nombre de charges électriques, on dit qu’il y
a courant électrique. La quantité de charge qui traverse une section d’un conducteur par unité de

. . . . dq ., . \
temps est appelée courant €lectrique : i = d_q . 1 s’exprime en Ampere (A).
t

Si i est constant dans le temps => Q =i ¢, soiti = g On le note dans ce cas /. On dit qu’il
t

s’agit d’un régime continu ou permanent ou stationnaire. Toutes les grandeurs sont indépendantes
du temps dans ce cas. Par convention le sens positives du courant est celui de déplacement des
charges (+).

1.2. Densité de courant.

Soit une portion d’un conducteur de section dS et de longueur dl. Pendant d¢, une charge
g, ayant une vitesse v, traversera la distance dl.
Nous aurons : dl = v dt
Le volume traversé¢ par la charge est alors :

dr = dldS = vdS dt

Si N est le nombre de charges mobiles par unité de volume, p =N.e (e=1.6 10”"° C) sera la
quantité de charges par unité de volume. C’est donc la densité volumique de charge. De plus dans
dtnous avons la charge :

pdr=Nedr = NevdsS dt
Soit dg cette charge :

dg=N evdsS dt

Trajectoires des
charges

Y _ NS
d

t Conducteur -
- - T > u
Onpose: J=Nev
dg - : TS
— ;=% _ J4S est le courant qui traverse Portion du ds
dt conducteur

la section dS. Le courant traversant toute la
section S est :

i=[[Jds (5.1)
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J est appelée densité de courant. C’est une grandeur vectorielle, elle s’ exprlme en A.m™.

J est colinéaire avec la vitesse des charges mobiles. Les courbes tangentes a J sont appelées
lignes de courant. Ce sont les trajectoires des charges.

Flux de J a travers une surface fermée

Soit X une surface fermée dans un conducteur. Supposons que les charges quittent 2.
Pendant df le nombre de charges qui restent dans 2 diminue ; c'est-a-dire dg < 0.

Or il;t ” Jds et JdS >0 => uniquement ici, nous allons ajouter un signe (-) dans I’un des

membres de cette équation => —@ = I _[ JdS = courant qui sort de X.
dq dp
De plus si p est la densité de charges mobiles ¢ = m pdV => — ”jy dV V oest le

volume dans 2. D’ou J'J.ZJdS = —J‘Hyi—de

Or d’apres le théoreme d’Ostrogradski appliqué a J donne : HE Jds = —HIV divJ dv .

On en déduit que IILdivjdV = —JHVCL—/;dV => div3+‘2—/t) =0 (5.2)

La relation (5.2) est valable pour tout fluide qui coule. Si p est une constante indépendante de
temps : divJ =0 => _UEJ dS =0 => J esta flux conservatif.

Conséquence

Soit un conducteur filiforme (a la forme d’un fil) et soit 2 = S; + S, + surface latérale.
Nous avons :

J.J.Z(_jzs: :jjs jzsz +J._[S7=7ZS:2 +0=0

[[,JdS=—i,+i,=0 =
S,

;=1 ES: 1 ) >
Le courant qui entre dans S; est le A—E) 7

méme que celui qui sort de S>. —
Conducteur / \ Lignes de

Jiliforme courant

ds

I.3. Loi d’Ohm.
a- Loi d’Ohm locale

Dans un conducteur les charges mobiles sont des ¢électrons. Ces charges sont animées

d’une vitesse v et donc soumises a une force électrique f, =e E et une force de frottement
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? =—av (a: coefficient de frottement) => ? +? = m; . A vitesse constante :
f +f =0=> av=eE.On pose u =% = 5= Y7 E. M est appelée mobilité des charges.
a

Moins il y a de frottement (a falble) plus les charges sont mobiles (,u grand). Or nous avons vu
que J=Nev => J= Ne,uE On pose y = Neu => J= 7/E y est la conductivité de la
substance conductrice. Plus les charges sont mobiles (x grand) et plus le matériau est conducteur.

Pour un conducteur parfait y = o et pour un isolant parfait y = (. On préfere utiliser p =— qui

est la résistivité de la substance conductrice. Pour un conducteur parfait p = 0 et pour un isolant
parfait p = . D’ou :

E=pJ (5.3)
C’est la loi d’ohm locale. On dit aussi la loi d’Ohm microscopique

Conséquence

Régime permanent divi =0 => }/divE =0 => divE=0. Or d’apres la loi de poisson
divE = f => p = (). Pendant un temps donné, Dans un volume du conducteur, ils entrent autant
de chargeos qu’ils en sortent : la variation de la charge totale dans le volume reste nulle.

b- Résistance électrique

- Définition

Soit un conducteur homogeéne et filiforme. Supposons J uniforme sur une section.

hﬁ]ﬁﬁz]S=>J=£=yE—ﬂ£K—> av =L g =11 g
> S dx y 7S
Entre A et B, nous aurons (V> Vp):
11 Vs s
V,=V,=—=I -
rS JyE — ¢
/
. ]
pS

[ g . . :
On pose Rz = pE appelée résistance ¢électrique du conducteur entre les points 4 et B.

La résistance ne dépend que de la résistivité (donc de la nature du conducteur) et des dimensions
du conducteur.
V,~V,=R,,I (5.4)
C’est la loi d’Ohm. La résistance s’exprime en Ohm (£2).
Une résistance est symbolisée par :

A VAVAVAY e e—
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Remarque importante

Le passage d’un courant dans une résistance est le siege d’une perte d’énergie par
collision et frottement entre les charges mobiles et les atomes fixes du conducteur. Ce phénomeéne
est appelé effet Joule.

- Résistances en série

1
1y RN
A=A AW —WW—B = AW B
R; IR, Ry 3 ™1 R, R

Va=Vi=R; LV = V=R, L,LV,-V;=R;1, ..., V,.;— Vg =R, I. D’une part En faisant la
somme membre & membre, nous obtenons : V,— Vz = (R; + R> + R; + ... + R,) I et d’autre part
nous avons : Vy—Vp =R 1. Dou:

R=>Ri (5.5)
i=1

- Résistances en paralléle

Duncoté Vy,—Vyg=R; I=R,I=R31=..=R,I etdelautrecoté V,—Vz =R 1 Icile

courant / se divise entre les résistances : [ =1; + L+ 3= ... =1,

1 &1

== — = _
R TR

1

- Résistance nulle et résistance infinie

Soient deux résistances R; et R, en paralleles. La R;
. o R,R, VVWWW
résistance équivalente est R = ———. A B
R, +R,
R>

SiR,=0alors R=0=>Va—- V=R, I, =0=>V,= Vp=>une résistance nulle est
équivalente a un fil. Tous les points d’un fil ont le méme potentiel. On dit que R; est court —

circuitée.
—VVWWW 3 A B
A ._Q_‘ B = ——o

R>
Si R, = o => R = R; => comme si R, n’existe pas entre les bornes 4 et B. Une résistance
infinie est un circuit ouvert.

R;
A
T
R;

N
=
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1.4. Loi de Joule.

Un conducteur parcouru par une charge dq entre deux de ses points 4 et B est le siége
d’une énergie dW =dq (V4 — V) soit dW = (V,— V) I dt qui est I’énergie du conducteur quand il
est parcouru par un courant / pendant d¢. Pendant le temps #, nous aurons W = (V,— V) I t avec
I circulant de A4 vers B. On peut aussi écrire W =R I t

Si V4 > Vg alors W> 0, on dit que le conducteur est un récepteur.

Si V4 < Vgalors W < 0, on dit que le conducteur est un générateur.

La puissance du conducteur sera : P=?=R1 *=(V,-V,)I qui est une grandeur

indépendante du temps.

II. Loi d’Ohm généralisée

II.1. Générateur.

Va<TVg

U=Vg—V4>0 A B

On rappelle que les charges mobiles (+) se ﬁ G _‘
déplacent du potentiel le plus élevé vers le potentiel le I U="VgV,

moins ¢levé. Malgré que V4 < Vple courant dans G va de A
vers B ce qui est en contradiction avec le sens de
déplacement des charges. Le role de G est alors de donner suffisamment d’énergie aux charges
pour qu’elles remontent le potentiel. On dit que G est un générateur. Un générateur produit de
I’énergie. L’énergie produite est la somme de 1’énergie perdue par effet Joule et de 1’énergie
utilisée dans le circuit extérieur. On écrit

W= rl’t +  (Vy=V,)It

perdue par effet joule utilisée par le circuit extérieur

P=rF+UI=(r1+UI=EI avecE =rI+ U.E est la force électromotrice (f.e.m.)
du générateur et r est sa résistance interne. C’est la tension aux bornes de G quand / = 0.
Autrement dit E est la tension que 1I’on mesure aux bornes du générateur quant il n’est branché a
aucun circuit.

On représente un générateur par :

A B B A 1 -+ B
+ ou *—r— AN | I ®
1 r E

II1.2. Récepteur.

Vy> V3
U=V,-Vg>0 A B

Le courant dans le récepteur va de A4 vers B ce qui > Recepteur
1

est conforme avec le sens de déplacement des charges. Un U=V,Vs
récepteur regoit de I’énergie. L’énergie regue est la somme
de D’énergie perdue par effet Joule dans la résistance

Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI



Electricité 1 56

interne r et de 1’énergie utilisée pour charger le récepteur. On écrit
wW=UIt= rI’t + elt
perdue par effet joule utilisée pour charg er le récepteur
U =r1l+ e e estdite la force contre électromotrice (f-c.e.m.) du récepteur et r est sa
résistance interne. C’est la tension aux bornes du récepteur quand / = (. Autrement dit e est la
tension que 1’on mesure aux bornes du récepteur quant il n’est branché a aucun circuit.
On représente un récepteur par :

A 1 +, -
ou ——rv— | 4
r e
I1.3. Loi d’Ohm généralisée.
Soit une portion 4B d’un circuit.
A c I + - D - B
— MWW mv— | o—ww—r | o
r e ) E

o Si AB est une résistance :
Vi>Vg et Vy-Vg=RI
o Si AB est un générateur :
Vy<Vg e Vy-Vg=riI-FE
. Si AB est un récepteur :
Vy>Vg et Vy-Vg=rl+e
o Si AB est I’ensemble résistance, récepteur et générateur:

ViV et Vy-Veg=Vy—VctVe—-Vpt+Vp-Vg=RI+rltet+rI-E

Soit : VA— VB: (R +r; +I"2)[ - (—e +E)
Que I’on écrit sous la forme : Vy-Ve=(R+r; +ry)) I - (e + E) avece < (.
Ou encore :
Vi-Vg=12R-2E (5.6)
Avec la convention de signe: E est positif pour un générateur et négatif pour un
récepteur. L’expression (5.5) est dite loi d’Ohm généralisée. La convention de signe peut étre
utilisée de la fagon suivante : JE = somme des f.e.m. et f.c.e.m. affectées du signe de la borne par
ou sort le courant.

II1. Etude des réseaux

II1.1. Définitions.

On appelle :
Réseau : Ensemble d’¢léments (résistances, générateurs, récepteurs, ...) formant un circuit
¢lectrique fermé et indépendant.
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Nceud : Un point du réseau ou arrivant au moins trois ¢léments.

Branche : Toute partie comprise entre deux nceuds.

Maille : Ensemble de branches formant une boucle fermée. Quand toutes les branches
sont parcourues par le méme courant on dit que la maille est sans dérivation ; dans le cas
contraire la maille est avec dérivation.

Circuit 1 Circuit 2

Le circuit 1 contient : n = 4 nceuds, b = 5 branches, plusieurs mailles avec dérivation et
aucune mailles sans dérivation.
Le circuit 2 est un circuit simple, il ne contient aucun nceud. C’est une maille sans dérivation
(tout le circuit est parcouru par le méme courant).

En régime permanent, le probléme est de calculer I’intensité du courant dans chaque

branche et la différence de potentiel aux bornes de chaque élément d’un réseau. Pour cela on
utilise certaines lois et théorémes que nous allons étudier dans la suite.

II1.2. Loi de Pouillet.

- Cas d’un circuit simple

VB—VA =FE-rl
VB—VA =RI
=>FE—rI=RI

Soit: E=(R+r)l

- Cas général

Soit un circuit fermé sans dérivation et comportant plusieurs fem et fcem. La loi d’Ohm
généralisée : V4 - Vp= 21 R - YE nous permet d’écrire, quand V4 = V, 2E = X' R. Sachant que
tout le circuit est parcouru par le méme courant (maille simple sans dérivation), nous aurons :

JE=T12R

(5.6)

C’est la loi de Pouillet ; valable pour un circuit simple contenant une seule maille sans

dérivation. On doit I’appliquer avec la méme convention de signe vue précédemment.
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II1.3. Lois de Kirchhoff.

a- Premiére loi de Kirchhoff

On I’appelle aussi la loi aux nceuds. Soit le nceud N
suivant :
Et soit S une surface fermée autour de N. Nous avons

vu que le flux de J est conservatif =>
[[JdS=0 =1+ L+ Ii~1,~Is=0=>1;+ L+ ;= I, + I

La somme des courant entrant vers le nceud = somme des courants sortant. Soit :

Z ]entranl = Z Isor tant (5 7)

Important
Pour un réseau a n nceud, on peut avoir (n-1) équations indépendantes.

b- Deuxiéme loi de Kirchhoff

On Dl’appelle aussi la loi aux mailles. On utilise la loi d’Ohm généralisée pour une maille
avec dérivation donc des courants différents pour chaque branche: V,-Vz=XIR-3E avec
Vy=Vg=>

YE=JXIR (5.8)

On doit appliquer la deuxi¢me loi de Kirchhoff avec la méme convention de signe vue
précédemment.

Pour un réseau contenant n nceuds et b branches nous aurons (b-(n-1)) équations
indépendantes.

Ainsi avec les deux lois nous aurons (n-1) + (b-(n-1)) = b équations indépendantes.

II1. 4. Théoréeme de Thévenin.

Un réseau vu de I’extérieur entre deux de ses bornes A et B est équivalent a un générateur
de fem £, et de résistance interne Ry.

Pour calculer £, et Ry, on débranche le circuit extérieur vu entre 4 et B, E,;, est alors la d.
d. P. entre ces deux points et Ry, est la résistance équivalente vue toujours entre 4 et B.

Exemple

On souhaite calculer, a I’aide du théoréme de Thévenin, le courant I de la branche AB du
circuit suivant :

4
A

r
R, R,

B
On commence par débrancher la branche parcourue par le courant que I’on veut calculer :
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Toute cette partie sera remplacée par
un seul générateur

R,E ‘R
2 et R,=r//R,=—22
r+R, r+R,

Le circuit de départ serait alors équivalent a :

E,=V,-Vy=

Tout le circuit est alors ramené a un circuit simple avec une seule maille sans dérivation.
E

On utilise la loi de Pouillet : Ej, = (R, + R;)) I. Dou : [ = ——%*—
R, +R,
IIL.5. Théoréme de superposition.

La superposition de plusieurs régimes permanents est un régime permanent.

Exemple
Nous allons calculer le courant /, a I’aide du théoréme de superposition du circuit suivant :
E; 1
T R

Le courant I est débité par les deux générateurs E; et E>.

1 régime permanent : E; seul.

2°™ régime permanent : E; seul.
I I = 2
2 2 R
E, =/ R
I
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Si I’on Superpose les deux régimes, on retrouve le circuit de départet I =1; + I, =>
E;+F
J R Y,
R

II1.6. Transformation Etoile — Triangle ou de Kenelly.

Dans certains circuits, quelques branches peuvent étre groupées sous forme de triangle. Le
calcul des courants et parfois de la résistance équivalente est un peu plus compliqué dans ce cas.
Alors on utilise une transformation dite de Kenelly. On transforme une configuration triangle en
une configuration étoile :

A a’ B A \'% bﬁj B
P =
\/ ¢
C

Triangle Etoile

On montre que :
a'b'
a=—-
a'+b'+c’'
a'c
a'+b'+c'
b'c
c=——
a'+b'+c¢'

I11. 7. Méthode des mailles indépendantes.

Nous avons vu a 1’aide des lois de Kirchhoff que pour un réseau a (b) branches, nous
avons (b) équations indépendantes a (b) inconnues qui sont les courants de chaque branche. Avec
la méthode dite méthode des mailles indépendantes, on simplifie presque a moiti¢ le nombre
d’inconnues.

Deux mailles sont dites indépendantes si elles n’ont pas de surface commune. La
méthode consiste a séparer les mailles et a traiter chaque maille comme si elle était seule. Ensuite
on applique a chaque maille la loi de Pouillet, un peu modifiée, comme nous allons le voir dans
I’exemple suivant :

Soit a calculer les courants de chaque branche du réseau :

R, I R, R;
—VWWWA I B B B B B
I, OnprendraR; =R, =R;=R;,=Rs=R
R; R,
E L I T E’ Dans ce réseau, il y a trois mailles

indépendantes. On les sépare et 1’on suppose
que chacune d’elles est parcourue par un
courant fictif (ij, 1, et i3). Tous les courants fictifs doivent avoir le méme sens (choisi au hasard).
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MM
. E’
b R R2 R4

On applique la loi de Pouillet modifiée :

1“ maille : £ = (R; + Ry) i; — R, i;. Le terme (—R; iy) est ajouté car dans la deuxiéme
maille, la méme résistance est parcourue par i; mais dans le sens oppos€ a celui de i;.

2?me maille : 0 = (R, + R;+ Ry) i>— R, i; — Ry i3. Le terme correctif est (— Ry i; — Ry i3).

3" maille : -E’ = (R; + Rs) i3 — Ry i>. Le terme correctif est (— Ry i»).

Avec R; =R;=R;3;=R;s=Rs =R, nous avons le systeme d’équations :
2Ri,—Ri, +0i,=E
Ri,—3Ri,+Ri, =0
0i,+ Ri, - 2Ri, = E'

Si I’on utilise par exemple la méthode des déterminants pour trouver les solutions, nous
aurons : A=8R", 4, = SRPE-R’E', A =2R’E-2R’E', 4 = R°E-5R’E'
. . JSE-F . 2E-2F' . E-5F
Dou:i,=—— ; i,=—"— ; i =—"—

S8R S8R S8R

Pour trouver les courants réels, il suffit de comparer le circuit d’origine et les mailles
indépendantes. En effet on remarque que la branche contenant R; est parcouru par /; d’un coté et
par i; de ’autre coté. Les deux courants sont dans le méme sens. Donc /; = i;. De méme I3 = i>.
Par contre Is = -i3 car ces deux courants sont dans des sens opposés. La résistance R, est
parcourue par i; dans la premiére maille et par i; dans la deuxiéme. En respectant les sens, on a
donc : I, = i; — i;. De méme pour la résistance R, : I, = i, — i3. En tout nous avons :

11:i1:5E—E
S8R
I _3E+E
2 1 2 8R
2E-2F'
l,=i,=———
3 2 8R
E+3E'
I,=i,—i,=—
4 2 3 8R
15=—i3=_E+5E
S8R

Exercices d’Electrocinétique

Pour bien assimiler cette partie du programme, I’étudiant aura besoin de connaitre :
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+» les définitions d’une résistance infinie et d’une résistance nulle ainsi que celle de la
résistance équivalente, de la capacité équivalente, du générateur équivalent et du récepteur
¢quivalent.

¢ Les différentes lois de 1’électrocinétique

+»Les différents théorémes de 1’électrocinétique

EXE 1
Considérons le circuit de la figure 2 ou /; et I, sont les courants continus débités par les
générateurs de f.e.m. E; et £, respectivement.

1) Déterminer /, a I'aide du théoréme de Thévenin.

2) Retrouver, a l'aide des lois de Kirchhoff, le courant /.

3) AN:Calculer/siR=1MQ E, =2/3VetE,=152V

4) Montrer que le courant qui traverse la résistance R’ du circuit de la figure 3 est aussi égale a /.

5R 3R 5R 2R 3R 5R
MWW AW ———WWWA— |
E £ E; J:W\Mﬂe 3R W,Wl E;
- K = ¢+ T 2 2 T2
R
3E R
L I 2 §R'= — — 3E;
4 "' 4 2
Figure 2 Figure 3
EXE 2
Considérons le circuit de la figure 4 ou X est une I
résistance variable et £ > (. I’
E
1) Déterminer, a l'aide du théoréme de thévenin, le )NXW A '\N?N\
courant / qui traverse la résistance R. | R
2) Quelle condition doive vérifier la résistance X pour § § c
que : 4 R
a- [ soit nul.
b- I soit dirigé de A vers B. B

c- I soit dirigé de B vers 4. Figure 4

EXE 3
1- Déterminer, par la méthode de votre choix, le courant / débité par le générateur £ du
circuit de la figure 5.
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v C r
AV AW
B D

Figure 5
2- Faire ’application numérique si £ =8 Vet r = 7 kQ.

EXE 4
Calculer le courant de chaque branche du circuit de la figure 6, sachant que le courant qui

traverse la résistance de 8 k2 est nul.

Retrouver, en utilisant la méthode des mailles indépendantes, le courant de chaque branche du
circuit.

_l_ Wiy
oy T 3 k0
2 k2

W

10V
T §2m § 8 k0
3m§ T B

Figure 6
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Solution des exercices et problémes

Rappels Mathématiques

EXE 1

a- Représentation dans le systeme de coordonnées cartésien des points 4, B et C.

A7
6-

b- AB=AO+OB=0B—-0A=3i+6j+5k—(2i+4j+4k)=i+2j+k
AC=A0+0C=0C—-0A=6i+6j+6k—(2i+4j+4k)=4i+2j+2k

1 4
Soit AB:<2 AC 32
1 2

c- ABAC=4+4+2=10.
d- Calculer les modules de AB et de AC .

AB=~NI1?+2?+1° =6 et  AC=~4?+22+22 =26

e- Comme AB.AC = AB.BC .cos(BAC ), on en déduit que :

1
cos(BAC ) = % =0,59rd = 33°56'

EXE 2
a- Le gradient des fonctions : r, I/retin r.

- - - 1
gradr=gi+@j+ﬁk avec r:(x2+y2+z2)/2
ox oy 0z
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Tout calcul fait, nous aurons : gradr = Lit —;’ +ik="
ror r r
6 o). ol )-
it 2L, ), ),
oy 0z
. 1 - r
Tout calcul fait, nous aurons : grad =% + — ] + —k =——
r3 r3
gmdlnr=6lnr;,+6lnr; 6lnr~ /y azk
ox Oy 0z b4
. 1. 1-
Tout calcul fait, nous aurons : gradIlnr =—i+—j+ Kk
ror°or
b- La divergence des vecteurs : ret %
’
Puisque les composantes de r sont X, y et z, alors
divr = 6_x+ % ﬁ =3
Ox 6x ox
or
. a x 3—3xr2 or P3| Tl -3 or
3 ox oy oz
6 + 6 + 6
r r r
3 2 2y a2
r- —3xr . - 3xr p 3xr . 2_3.2 ,2 3y2 r2 372
r6 r6 r6 r5 r5 r5
3r? = 3r
5 =0
¥

1 1 1
Remarque: on a vu que grad—= —Lj , donc div—3 = div(— grad —j =—divgrad—=10,
r y y r r

puisque quelque soit la fonction scalaire f divgrad f = 0

- -

. - r r
c- le rotationnel des vecteurs : r, —Zet -3
r r
i j k
= 10 o0 0| =
rotr=|— — —|=0
Oox Oy Oz
X y z
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S AN T N R I oL | o >
r o o o (FZ} r2 . r2 r2 - r2 r2 -
rot—=\— — —|= — 1+ — Jj+ — k
r2 |ox oy oz oy 0z 0z Ox Ox oy
ry ooz
o 2
y : X I Y |7
= —2z—+2y—Jt+(—2x—+2z—Jj+(—2y—+Zx—Jk
r? r? r? r? r? r?
=0
Remarque : puisque rotLZ =0 et puisque rotgrad f = 6, alors Lzest un gradient. On dit que
r r
Lz dérive d’un potentiel scalaire (ici f).
r
ST TR A (R ) B R o X | o X
6 8 @ (ﬁj ) r3 ) r3 A
rot—=— — —|= 1+ — Jj+ k
3 |ox oy oz oy 0z 0z Ox ox oy
xy oz
2?2
y z ) z x |- X Y |7
= —3z—+3y—Jt+(—3x—+3z—}1+[—3y—+3x—Jk
rd r P rd rd rd
=0
, . , 1 r ro,,. ) 1
Résultat attendu puisque I’on a vu que grad —= ——3 3 dérive donc du potentiel ——. Son
r r oy r
rotationnel est alors nul.
d- Le Lapacien A4r.
2 2 2 o0r o* o= r—xi r—xz r—xi
o“r 0°r 0°r I A r r r
Ar = = +—= + +
ox? 6y2 072 Ox Ox  Ox r? r? r?

EXE 3

Soit le champ de vecteurs V( M ) dont les composantes au point M sont :

Vi, 5 2), Vy(x, 3, 2), ViAx, 3, 2).
Calculer sa divergence et son rotationnel si.
a-V,=2x-y Vy=-x+2y V.=-4z
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. oV, ov.
divy =V Ty Ve a4y
X oy 0z
i j Ok
rotv =10 O O e )ie(0-0)j+(-14 1) =0
ox oy Oz
Ve V, V,

V estun gradient, Il dérive donc d’une fonction scalaire f{x,y,z) que 1’on doit chercher. On écrit :

% of of of
V=gradf <=>V,=—,V, =— V, ="
gradf Y oox Y Oy o
_of of of
S t_=2 - , = — +2 ’—=—4
o1 A xX—y o X y ™ z

La premiere équation nous donne : f(x,y,z)= x? - »x+Cy(y,z) ou Cy(y,z) est une constante
indépendante de x.
Si I’on dérive cette derniere expression par rapport a la variable y, nous aurons :

oC
Zl =—-x+ a—lque I’on compare a la deuxiéme équation. Nous avons alors :
y y

oC
—1L - 2y.Soit: Cy(y,z)= y2 + C,(z) ou Cx(z) est une constante indépendante de x et de y.

oy
f (x,3,z) prend alors la forme : f(x,y,z)= x? - yx+ y2 + C;(z) que 'on dérive de nouveau
mais cette fois par rapport a z.
¢

oC . . 0 :
o =2 que I’on compare a la troisiéme équation : —==—4z. Soit: C, = —27% + cte
0z 0Oz 0z

En définitif la fonction scalaire aurait pour expression :

f(x,y,2)= x? —yx+y2 —2z2 + cte

b-Vi=2y+3z V,=-2x V,=3x
- oV, OV, oV

divV =%+ = 2 04+0+0=0
ox oy 0z
i j ok

rorv =12 9 i=(0+0);'+(3’—3’)}'+(—2—2)];=_41;
ox oy Oz
Ve V, V,
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Electrostatique

I- Calcul direct de champs électrostatiques

EXE 1

< *—>» <

F 21 Fi2

v

q—zuzz Et F1 = q—2u21
4rey q 4drey q

2 1 2

Fi2 =

Noter I’emplacement de 1’origine des vecteurs unitaires et 1’ordre des indices.
2
I ¢

Loide Coulomb: F =Fjp = Fy; =
dmey 42

On rapproche les charges a une distance b pour que la nouvelle force Fy devienne égale au
1 4’
dney p?
1 q2 1 q2
s =2— = =>p}p=
dney p? drmey 42

doublede F. 2F = F),

Soit :

Sis

EXE 2
La résultante des forces exercées sur ¢ est :

F=F40+FBo+Fco+Fpo=F40+Fco " F po 50

- 1 ~ 1 —2qq9 - — —
_qq_oz uA0 +—# uco Fpo ~ F 40
4rmey 2a dmey 24 Fco

1 - 1 2 - - -
B qqoz Ao ‘quo 0 297 upo uco\\| -29
47ey 2q dmey 2a D C

La résultante a le sens et la direction de u 4p et son module est donnée par 1’expression :
1 3qq¢

F =
dney 242

EXE 3

On distingue trois zones :
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- A gauche de 4 ou les deux champs ne peuvent que s’ajouter

- A droite de A4 ou les champs ne peuvent que s’ajouter

- Entre AB ou les deux champs sont opposés et donc peuvent s’annuler mutuellement si leurs
modules sont égaux. Dans ce cas, la résultante des champs sera nulle si :

1 gq 1 4q

7= 3 .Avecx =AM

Soit: (a—x)’=4x" =3’ +2ax-a’=0

a/3

—a

—a+

La solution x = - @ n’est pas réelle, car on sort de la zone entre A4 et B, il reste la solution x = a/3.

EXE 4
9 - 1 9 - 1 q
uq+ ug=
dneg q? + y? Ireg a? + y? £ dneg q? + y?
La somme vectorielle des vecteurs unitaires est un vecteur appartenant a 1’axe OY, donc le
champ total est porté par OY.

E=E4+Eg=

(uA+uB)

Projection sur OY : Y
1 . 2
E = q 2sin@ . Soit  E = 1 4 M
a” +y EB B4

Et donc E =1 2y F

J
4dre 3
0 (az + yZ)/z

u "y -
e qa’ 2(a2 + y2)2 (az - 2y2) 0 “B X
4rgy (az .\ y2)3 ’ +q 0 +q

La dérivée de E a le signe de (az -2 yz), le reste de I’expression est toujours positif. Donc E’ > 0

. . a
S1 y est comprise entre — —

a
<p<L —
N

probléme est limité aux y > 0 nous avons :

¥y 0 a/\/E +o0

E'() P s - - -

4 1
EQy |o¢ / E 1 \ 0

" 33 dmeg oF

et il est négatif a I’extérieur de ces racines. Comme le
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Ely}

y

\ . a \ 1 .
Le champ passe par un extremum correspondant a l’absmsseT. Il s’annule a ’infini et au
2

centre 0. Il reste constamment continu. Bien entendu au point M il n’y a pas de charge donc il
n’y a pas de force électrique.

EXE 5

En M (sur OY), le champ E est la résultante des Y
champs créés par les trois charges. Le champ créé par
les deux charges ¢ est portés par OY et il a pour

- q A . M e
expression ——2sin@j (voir exercice 4). A ce
drey y?
. ., q q M’
champ s'ajoute celui créé par la charge -2¢ et ayant
_2q - ° o>
comme expression —J 5 m" X
La résultante est :
— 1 1 2q |-
E= 4 3 sing- —q j
47[80 rz 7[6'0 y
24 I
4re 0 2
(a
3
_2q y3 a’+ yZ)Z
4re 0 3
.V

EnM'(x>a),la resultante est: E = Eq + Eq +E_ 2¢ - Soit :

E: 1 q N 1 q 1 2q z
dncg (x+a)? 47eg (x—a)z drey 5?2
_ 2q a2(3x2—a2) ;
4mey xz(xz_a2)2
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En M'" (0 <x <a), la résultante est :

1 q -1 q 1 -2q
= 7t 7t 5 |
4769 (x +a)® 4760 (x—a)® 479 x
3 2q 2ax3+(a2—x2)2 ;
4drey xz(xz —az)z
2q 2ax3+(a2—x2)2 -

l
dreg xz(xz _a2)2

Soit E =—

EXE 6

1- dl; crée au point M le champ élémentaire dE 1 faisant @ avec la verticale, dl; symétrique a di;
par rapport a OY crée au point M le champ dE 2 symétrique aussi a dE 1. Le champ résultant
dE est donc port¢ par OY. En considérant, de cette fagon, deux a deux tous les éléments

symétriques, nous obtenons un champ E total porté par OY.

2- Le champ ¢élémentaire résultant est : E = dTé 1+ E 2=

—\ug +u

1 Adl (- - )
drney 2

Ou dl = dl;=dl,

1 M2sina= U M200s49

Aveccos0=l,tg0=ietd0nc d? = —, nous
r y cos“0 Y

Projection sur OY : dE =

aurons :
A ydf cos’ 0
47y cos? 0 yz

dE = 2cos @

cos 0 db.
dregy dl;

Le champ total sera apres intégration : .

Soit apres simplificationdE =

01
E- |
0

cos 8 db =

sin 8; . Avec
4reyy 4dreyy
a

y2+a2

sin 0y =

L’intégrale porte sur la moitié de la longueur chargée puisque 1’on a considéré au début deux
¢léments de charge.
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A a
D’ou E(y)=
27!’80 y /yZ +a2
A

1 . C’est le champ, au point M, crée par un fil
27ey y

infini portant une distribution linéique de charge.

3- Si a devient infinie, alors E(y) =

EXE 7 7
T dq —
La charge dq' crée : dE' = —-u', lachargedq" .
drey 12 — dE
: dE'’
symeétrique a dg' par rapport a OZ crée o
_— 1 dq—; . dE''

—-u''symétrique a dE’'. dq"' 2
drmey p2

dq'=dq" donc dE' = dE"".

dE' =

Le champ résultant selon 1’exercice 4 est :
Y r ., 2 -
dE = dE' + d "=Ld—q(u'+ u")=Ld" 2 sin Ok
1 1 2 dl
E=j' ﬂZsin0= A I ‘
 4mey 2 dmey | 3
2 2
o en)
22 22
= S fdi= S 2R
47[80 il 47[80 i
(z2 +R2)2 (zz +R2)2
R
Done E(z)= B2

Y] i
(2 + 27):

EXE 8
1 dql
dreg O, M?

uj faisant

1- dS; contient dg; et crée au point M le champ ¢élémentaire dE 1=

I’angle Aavec OZ.
dS; symétrique a dS; contient dg, = dg; et crée au point M le champ élémentaire

1 dqz
dreg 0,M?
Si I’on note dg = dq; = dgq> et sachant que O;M = O;M, alors le champ résultant sera forcement
porté par OZ :

E 2= :l 2 faisant le méme angle favec OZ.
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0 ds,

=
v

0E = dE 1 +dE 2 =———"_(u+u2)
dmeg O;M

Ou p= 0,0 = 0:0.

Projection sur OZ :
1 dq
dreg O, M?

dE = 2sina

OvdE=—1— UM 3.050.
dneg O, M?

‘ , 1g0 = P et done 40 = ap , ous aurons :

M 4 cos’ 2

Avec dq = o dS, cos8 = 0

dE = y g as 2cos @ . En coordonnées cylindrique dS = p dp dg. Le champ total sera :
€y g
cos’ 0
d
2 d P 7180 L do
dE=—Gmcos30= g c0s” 0 o3 9=—2% sin@d0do
dreg 2 drey 2 drey
Si I’on integre :
9, T
2 2
E = _[ g sin0d0]d(0= g (1—cos00)7r.Avec cosGy = <
0 47eg 0 4reg R? 4+ 72

L’intégrale porte sur la moiti¢é de la surface chargée puisque 1’on a considéré au début deux
¢léments de charge.

Dot E(z)=Z|1-——°%

2-Z=>+w0, E(7)= 9 estle champ crée par un plan chargé en surface.
€0
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EXE 9

Le systeme peut étre considéré comme la superposition d'un plan
est d'un disque. Le champ sera porté par la droite OM et on peut
le calculer en considérant qu'il est la superposition du champ
crée par un plan chargé en surface auquel on retranche le champ
crée par un disque chargé en surface aussi. D'aprés 1'exercice 8§,
nous aurons :

. (o) Z
si z>0 E jisque = p 1- 7
) (z z)é
z°+R
o
et E =—
plan 280
. (o) 4
si <0 Edisque=2 —1- 7
) (z 2)6
zZ°+R
o
et E =——
plan 2¢,

Donc le champ crée par notre systéme est :

. O 4
si >0 E=Eplan _Edisque = 3 7
30(2 2%
z°“+R
. o 3
si z<0 E=E pjan — Egisque =——| —2+
280

II- Théoréme de GAUSS

EXE 10
1VE = ! Ay estle champ électrostatique crée par q en tout point M de la surface de la
drey R?

sphere. Par définition le flux de E atravers la sphére est @(E /S )= H EdS.Or E et dS sont
S

paralleles. Le flux devient : @(E /S )= J'j' EdS . Comme E ne dépend que de R et que tous les
S

points de .S sont a la méme distance R de O, le module du champ est uniforme :

A yr? =4

¢(E/S): E[[dS=ES = ;
S 4rmeg R Ep
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2- Le cylindre est composé d’une surface latérale Sy et de deux surfaces de bases Sp; et Sg>.
Le flux de E a travers le cylindre est
@(E/S)= [[EdS=([EdS+[[EdS+ ([ EdS.
S

S S S
=IIELdSLCOSOL+ J.IEBIdSSBICOS91+ IIEgzdSBzcosez
S SB1 SB2
AvecEL= ! LZ’EBI= ! izetEBz= ! LZ
4”80 rL 4”80 rI 47[80 r2

Si £, £2; et £ sont les angles solides sous lesquels on observe du point O respectivement les
surfaces Sy, Sg; et Sp; alors I’expression du flux devient :

@(E/S)= y q [U asy c02s09L + .U dSp; c20s01 +.U dSp> cZosezJ
€0 SL rp SB1 ry Ky r)

-1 (22, + 2p; +2p;)

_472'80
-1 -1 dr
4rey 4rey

Ou 2=4rest I’angle solide sous lequel on observe tout 1’espace.

On retrouve @(E /S )= 4

€9
De méme pour deux plans on retrouve le méme rapport ¢/& car I’angle solide sous lequel on voit
un plan est 27 Srd et donc I’angle solide sous lequel on voit deux plans est 47 Srd (espace).
Remarque : - les surfaces étudiées sont toutes fermées. Deux plans paralléles et espacés sont
considérés comme une surface fermée.
Conclusion : Le flux du champ électrique crée par une charge a travers une surface fermée

contenant la charge est toujours égal au rapport g/& : C’est le théoréme de Gauss.
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EXE 11

1- E= xZ;' possede une seule composante. Le champ sera donc perpendiculaire a tous les
vecteurs de surface (flux nul) sauf ceux des faces paralléles au plan OZ. Le flux total est alors :

¢(E/S)= ﬂxz i ES:I + sz i IS:Z Or sur le plan appartement a OYZ (S;), x = 0 et sur le
S1 S2
plan paralléle a celui-ci (S2) x =a d’ou :

o(E /)= [[a?ds; +0=a%a? = a*

S2
2- La surface étant fermée,Q(E /S)= a? =L soit q= a480
€9
3- On utilise I’équation de Poisson : divE = £
€0
dx? P
Ce qui nous emmene a: e soit p = 2gpx . La densité n’est pas uniforme mais varie
€0

linéairement avec x. C'est-a-dire que 1’on a des plans "équicharges" tous paralleles a OYZ. Sur le

plan OYZ (x = 0) il y a absence de charges. Plus on s’¢loigne plus la quantit¢ de charges

augmente. La charge contenue dans le cube est la somme de toutes ces charges. Soit dans le cube

un volume ¢lémentaire dV contenant la charge dg. On peut écrire : dg = pdV . La charge du
a a a

cubeserait: g = [pdV = [[[ 2egxdxdydz = 2¢y [ xdx[dy| dz

volume volume 0 0 0
du cube du cube

Et on retrouve g = a480

EXE 12
1- En un point M de I’espace le champ est radial et il est constant sur tous les points ayant la

) - ]
méme distance r de O. _U EdS = —fﬂ pdv S étant la surface de Gauss et v le volume chargé

A y
inclus dans S.

3 3
R, —R

> Sir>R;, E47H’2=££7z(R32—R31)soitE=p 2 )

&y 3 36‘0 I'Z

—

p(Rf I _’1 . .
E=—-gradV<=>V = —_[ Edr = 3 —, la constante d’intégration est nulle car V() =
&0 r

0

3 _ p3
» SiR,>r>R;, Ednr? =££7r(r3—R31) soit E = P (r R 1)
&9 3 3eg 2
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2 3
T - R
E=—gradV<:> V:—JEdr:_ P r_+ 1 +CI
380 2 r

» Sir <R, absence de charge dans la surface fermée, E = 0. V=0C,.

Détermination de C; et C,

2 3
Ri R
Quand M est a la distance R; de O : limV (r )= limV (r ). Soit C, = — N e By +Cy
+ - 36‘0 2 RI
r—=-R, r—->-R,
2 3 3 3
: . . : R; R (R -R ) 1
A la distance R> de O : limV(r) = limV(r) . Soit — PIZ2 Ly C;= L I W
r—>—R2+ r—>-R2_ 36‘0 2 R2 380 RZ
¢, =3P R ctdonc C, = iL(Rf - R12)
2 380 2 36‘0
On regroupe les résultats dans le tableau :
3 3) ( 3 3)
or, | g PRI L _olel-rf]:
380 r2 380 r
3 3 2 3 3
-R ) 3R r-+2R
R,>r>R; Ezi(r—l y=_P 2 _ 1
g, »2 3gg| 2 2r
3
r<R; E=0 V=—L(R§—R12)
2 380
2-
Le champ et le potentiel sont des fonctions continues a la traversée d’un volume chargé.
N.B : Le champ n’est discontinu qu’au passage a travers une surface mince chargée.
3- Si R, tend vers R>, on obtient une seule sphere chargée en surface de distribution : o = L 3
47R

Deux cas uniquement sont possibles r < R et r > R. On peut rappliquer le théoréme de Gauss ou
directement remplacer p par son expression en fonction de la charge.
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2 2
>R pook 1 yok 1
gy r? gy

oR

r<R E=0 V=—-

€9

EXE 13

Le cylindre infini contient deux plans de symétrie passant par AM. Le champ électrique s’il existe
est donc porté par hAM.

Le champ ne dépend que de la distance entre M et les charges.

L’ensemble des points M tel que la distance AM reste constante est un cylindre d’axe ZZ’ et de
rayon r = hM. La surface de Gauss S sera alors ce cylindre qu’il faut fermer par deux surfaces de
base. La hauteur de § est finie que I’on prend égale a L.

TR
\:_/
E M 41+
. N
\E_/

—— ]
EdS =—/||,0dX
ffgEas =L,
2'étant la surface chargée, du cylindre infini, contenue dans la surface de Gauss.

E2mL =2 27RL . gp-ot!
& &y T
N. B: Le flux du champ a travers les deux surfaces de base est nul car le champ est
perpendiculaire a [’élément de surface.

EXE 14
—— 1
Théoréme de Gauss : ﬂs EdS = —ﬂjv pdvou s est la sphére de Gauss de centre O et de rayon
€0

r’. v est le volume chargé contenu dans S.
1- Edzr'? = Lﬂjvrrz sinfdrdfde = L.[(fr'? drfgt sin Bdé’jozﬂdq)
€0 €9
a R? 1 _ar* 1
= —22r =
472'80 4 r;Z 46‘0 r,Z
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b .
g.[oerr.[;[ sin 9d6’f§”d¢

2 _ b 1 ;5 . _
2- E4rnr —gﬂjv;r sin@drd@deo =

3 3
_ b R 1 bR 1

= T =
4”30 3 r'z 380 r'z

EXE 15

On utilise I’équation de Poisson : divE = —
€9

1- divE 1 =2ay—2ay => p =0 . Absence de charges a l'endroit ou régne le champ.
2- divE; =—2a—2a—2b=—4a-2b =>p=-2g (4a + b) . p est uniforme.

3- divE 3 =0=>p =0 . Absence de charges a l'endroit ou regne le champ.

EXE 16
- Cas d'un segment :

Si M e au plan de symétrie P, E est porté par ce plan. Si M ¢ au plan de symétrie, la

direction de E change selon la position de M.

- De méme pour un cylindre fini. Y

Si M € au plan de symétrie, E est porté par ce plan. Mais sa M L
direction exacte ne peut pas étre déterminée. Si M ¢ au plan de

symétrie, la direction de E change selon la position de M. Par contre W
quand M appartient a deux plans de symétrie, le champ est porté par la
droite intersection.

- Cas d’une distribution quelconque présentant deux plans de
symeétrie.

SiM e P;, E est dans P;.

SiM e P,, E est dans P;.

SiMe A=P;N P, E est porté par A=> A est une ligne de force.
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III- Calcul indirect du champ électrostatique

EXE 18
Une charge ponctuelle dg contenue dans dS crée au point O un potentiel ¢lémentaire :
1 d¢g 1 odS

dmey g2 4mey R

dv =

Le potentiel crée par I’ensemble des charges de S est alors

,U odS
472'6‘0
1- o= Oy .
oy = ogR
47[6'0R €0
2-o=0ycos 0
V= j'j cos0dS . En coordonnées sphériques dS = R’sin0d@dg.
471'80 S R
ogR
V= HRcosBsm@d(S’d(p—L ;r/ cos0sm0d¢9]0 do
472'80 S 4 TLE
Or sin26= 2 cosBsin6, d’ou :
R 1 R
= 20 (712 Gin 2046/[27 dp = Z0=
drey 2 gy
EXE 19

1- le potentiel au point M est :
1 dg_ o ds
drneg r dmeyg r

dv =

dS étant la surface élémentaire contenant dg. On peut I’exprimer en coordonnées cylindriques :
dS=pdpdep.

dou:V=-"2 dep¢7
dreg g 1

Sous I’intégrale il ya trois variables qu’il faut convertir en deux variables seulement car nous
avons une intégrale double. On prend alors la relation * = p* + 7°.
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yo O pdpd¢z o R pdp 7

_47r30 /p + 2 47[8001/10 +7° jd(o
yo O ’faxl,o +z227r (/Rzﬂ \/7)

drmey op

Soit : (\/R2+z \/7) avec z> 0.

280

2-E=- gradV donne E = —‘fl—V car point M le vecteur champ E est porté par OZ.
z

Tout calcul fait, nous aurons donc :

d'ou E= G [l-m]k

sachant que z >(

- o 4

E = 1- k avecz>0
EXE 20 N
Remarquons d’abord que les charges sont concentrées autour de - +
- - 4

0=0et 0= met qu’il y a absence de charge a 8 =+ /2. On peut . uj n
chercher le champ et le potentiel en un point quelconque de 1’axe . dE; / i R
OZ et les appliquer au centre. En plus le cosinus est positif quand - __‘/ :
0 < < w2 et il est négatif quand 72 < @< 7w ) ) L :42 2 -

Bl +

E=E1+Ez= ! dq;1+ dq-’_ ! dq(—cos0i’—sin9}'—cos9;+sine;')

drney R? dney R? 2= drney R?

T= ! dq( 2c0s¢9) —2 Mcost9t
drey RZ

—>F est porté par OX et il est opposé a i
dl = Rd@, la seule variable dans cette expression est 6.

— =22 —24p 1% - =24 1 .
B 0110s 040 i = 0ijl+c0s20d0i= 01[20+sm29] :
47[80 47[80 R0 2 47[80 R 4 0
5;”011; Soit E=_—201;
4ﬂ'80 R 2 480 R
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En M le potentiel crée par une charge élémentaire dg = A dl est :

Ay cosORdO Ay 27
= 1 ﬂdl: 1 0 €08 soit V= 0 Icos0d0=0
dmey R? 4ngy R? 4megR )

dav

En O, le potentiel des charges plus compense celui des charges négatives de sorte que le potentiel
total soit nul.

N.B : Oon ne peut pas utiliser ici la relation E = —gradV

EXE 21
1-

r=0M=0H + HM
ri =AM =AH’ + H’M
l’2=BM

r>a=>0=qa

1 1 -
V(M )= q (___J:Lu
47[6'0 r ry 47[6'0 ryr;

rI=AH'+H'Mz%cosa+r et r=OH+HMz%cos0+r2

2
On en déduit: r; —r, = acos@ et ryry =r? —%coszé’zrz
. q acosb
Soit: V(M )=
472'80 r2

2-F=—gradv =g, =2 4 2acos0 1OV __q asind

or dmgy 3 ro0 dngy 3

[22 | 12 q 1\/ 2.2 2 .2 q a [, 2
E=\E+Ej =———V4a" cos”“ O+a” sin“ 0 = —\V3cos” 0+1
r 0 4”30 r3 4”80 r3

s . . R - , . Eg 1
L’orientation du champ peu étre définie par I’angle @ que fait E avec OM : tgp = . = Etga

r
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2- a- Le nouveau potentiel est la somme du potentiel du dipdle et du potentiel extérieur issu de

E,.
V'(M) = Vi) + V.

Eo = E01 et la relation E = —gradV donnent : V = —j'Eodx —-E)x+ Cte

A T’origine Vy(0) =0 => Cte =0,d’ou Vy=-Eyx. avec x =r cos0.
q acosf
Viotar (M) =

—E rcos@
47[30 rz 0

b- Vot = 0 => 1 L—Eor cos@ =0
47[80 rz

=> 19 ¢ _E of |=0 etdanscecasr=3 9 2 , ce qui définit une sphere de rayon r et

de centre O comme surface équipotentielle.

Ou cos@=0=> 0= 7/ 2, ce qui définit le plan médiateur OY comme surface équipotentielle.
c- Le champ est la résultante entre le champ du dipdle et le champ extérieur E.

E Total = E + E 0 . En coordonnées cartésiennes :

E= E,,er + Egeg =E, (cos01 + sm0])+ Eg(— sin 0i + cosﬁ;')
En ajoutant Eo et en réarrangeant I’équation, on trouve :

EToml = (E,. cos@—Eg sin0+ Eo);'+ (E,, sinf@+ Eg cosé’);'

On doit déterminer le champ en fonction de @, c'est-a-dire que 1’on doit prendre I’équipotentielle

sphérique. On remplace alors r par son expression 3 1 2 dans E.etEg
dre 0 E 0

2
EV=LLOSG=2E000S9 et Eg=—1 asin§

dney 43 dney 3

=E,sind

Tout calcul fait, on trouve :

E Total = 3E, (cosz 6 i+ cosOsin 9;)

IV- Conducteurs électrostatiques

EXE 22 —
La pression électrostatique sur la surface du conducteur F.
sphérique est P = 0?/2g. Au contact, le disque et la

sphére constitue un conducteur unique. Le disque est .
soumis alors a la méme pression P. s
D’autre part avant que le disque ne se souléve, il était a

I’équilibre : Ee+n7g=5 (on néglige les forces de
réaction).

i-» Sphére (O, R)
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2
Soit F, = mg => P Sgisque = mg => 9 g = mg
2¢e 0
. , . . . 0 1
Le potentiel de I’ensemble est celui de la sphére conductrice : V = —
dre 0 R
. : . R
On remplace la charge par son expression en fonction de la densité : V' = Ly
&9
., . n . 80 V
La densité de charge du disque est la méme que celle de la sphére : 0 = ——
2 2
. R gV
Soit donc : = — 7 ¢? = mg=> A A mg =20 .2 = mg
2¢y 2¢gy 2R?

SoitV = R |2mg . Quand le potentiel du de I’ensemble disque plus sphére devient supérieur a
r TTE

cette valeur limite le disque se soulévera.

EXE 23
0 Fil de connexion 0’
&- w-
S(0, R) §°(0’, R’)
1- Le potentiel de chaque conducteur n’est du qu’a I’influence de ses propres charges, d’ou :
’
po 10y 10
4meg R 4rmeg R
. O R
Or V=" car les deux conducteurs sont relies par un fil. Nous avons donc : — = 7
On en déduit : 9 K
o R

2- L’¢égalité en fonction des charges montre que si R>>R alors Q’>>Q. Ce cas on le rencontre
qu’on on relie un conducteur a la terre. Son rayon est tellement petit devant celui de la terre que
les charges qu’il peut contenir seront tres faibles. Tout conducteur relié au sol verra ses charges
disparaitre.

- L’égalité en fonction des densités montre que si R’>>R alors 0>>¢’. Les charges se regroupent
préférentiellement sur les surfaces a faible rayon de courbure. C’est I’effet des pointes. Ce
phénomene est utilisé pour €éliminer les charges des conducteurs que 1’on ne peut pas reliés au sol
tels que les avions par exemple. Les ailes contiennent des pointes ayant un petit rayon des
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courbures. Les charges s’accumulent a ces endroits et attirent un grand nombre d’ions (provenant
de I’air) de signes opposés et se trouvent ainsi neutralisées.

EXE 24
1- La charge initiale sur § est @y. S est conducteur, la charge est donc répartie sur sa surface
externe. Il s’agit d’une distribution superficielle.

a- Le systéme est a symétrie sphérique, le champ en tout point de I’espace est radial.
b- Le champ ne dépend que de r = OM. L’ensemble des points M tel que OM reste
constante est une sphére X'de centre O et de rayon r. Appliquons le théoréme de Gauss sur X': —

[EiZ="L(jods . Evaz
z €0 s

=> ﬂEdZ = iﬂo-dS . E et o sont uniformes
z €0 s
S est la surface chargée contenue dans 2.

> Sir>R,=> Edrr? =2 5= 4R}
] ]

2

o R)

= E,5R, =2
or

2 2
oR5 .dr OoR5 1 . .
2 122 2~ La constante d’intégration est nulle

E = —gradV => V=IEdr =—
gy "2 gg v

puisque le potentiel a 1’infini est nul.

> SiR; <r<R,=> E4m?’ =0

=> ER <r<r, =0

oR,

=> J'= C. Continuité du potentiel =>V =
€0
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» Sir<R;=> E4m?’ =0
=> Er<R1 =0

. Tout le systéme est équipotentiel.

o . , . OR
=> A cause de la continuité du potentiel, V reste égale a 2
€0

. , .OR
Méme dans le creux le potentiel reste constant et égale a 2
€0

En fonction de Qyet puisque o = % 7 V devient :

47Z'R2
Qy 1 Qo 1

= et V = —
dregRy r r<k, 4rmeyg R,

c- S est un conducteur, sa charge est Qp et son potentiel V' est constant et il est ¢gale a

Vr>R2

Vr<R2 .
Puisque Qp=C V, onen déduit: C =4zgyR,
A N:V=70kV,C=40 PF.

2-
0 0’

&. 1% p w' -

S(0, R») S’(0’, R’)

a- Calculons les potentiels de chaque conducteur :
1o, 10
4reg Ry 4mey d
V'= I 2 + L
dneg d  4mey R
On déduit de ce systéme les expressions de Q et Q’ :

dR
Q=4my——2—Vd-V'R)
d’ - R'R,

dR'
Q'=dmeg————(V'd-VR;)
d“—R'R,
On remplace R’ par Ry/2 et d par 2R; :

0 = 4rg, ? fz (4v -v")
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2R
Q'= 4ng, 72(2V'—V)
b- Les équations d’influence s’écrivent sous la forme :
Q = C11V+ C12V'
Q'=CoV +CpV’

En comparant ce systéme avec le systéme précédent on en déduit :

2R 4R
2 et CZZ =4ﬂ'€072

S8R
CII =472’8072, CIZ =C21 =—4ﬂ'€0

Cy; est la capacité de S en présence de S’, C», est la capacité de S’ en présence de S.
C; et Co; sont les coefficients d’influence mutuelle entre S et S”.
c- Quand le conducteur S est seul, la capacité trouvée est C =4mggR, (§ 1b). Apres

: SR
I’approche de S’, la capacité est devenue Cj; = 47gy 72 >C =4ngygR;.

On conclu que la capacité d’un conducteur influencé augmente.

d-AN.: 0=1,6 uC, Q’=2,4uC

2 1

Ci =¥= 45,71 PF , Cy; =Cyy =—8—70= —11,43 PF et Cy) =$: 22,86 PF
Remarque
On a maintenu apres influence la valeur du potentiel V de S, la charge de S qui était Qp = 2,8 uC
est devenue Q = 1,6 uC.
3- Nous avons maintenant un systéme a influence totale ; § entoure complétement S’. Les
charges vont apparaitre aussi sur la face interne de S

1 1. ! €
a-V = g+ A 1) R
47[80 R2 47!’80 R2 2
1 1 ! ’ ’
V= 24_ o 2) R Ay
472’80 RZ 472'6‘0 R j
1 Qr Q’ QZ
2R’ =Ryet 2) =V =V"'- que I’on reporte dans 0
472'6‘0 RZ S(O, RZ) 1

(1) =>0 =4rgyR)V'-20'
AN.:V=80kVetQ=038uC.

b- A I’état initial S porte la charge Qy. Apres influence avec S’ qui porte Q’, la charge —-Q’
va apparaitre sur la face interne de § et donc sur la face externe apparaitra la charge @’ qui va
s’ajouter a la charge initiale Qy. Nous aurons :

Face interne Q;=-Q’

Face externe Q> =Q’ + Qy

Au total § porte la charge Q = Q; + Q> = Q.

On en déduit : La charge totale de .S est restée inchangée méme apres influence. C’est le principe
de conservation de la charge.
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EXE 25
A B

1 -2q 1
W="(qVa+aVp—aVc-qVp)=—— car : ! 1

2 7EY a2

1 1 1 - 1

V4= 7 |Z_ Y — : C’est le potentiel en

dngg\a a2 a) 4zey a2 a
A du aux charges de B, C et D.

1 1 1 - 1 .

Vg = 7 |_Z_ + —j - : C’est le potentiel en

dneg\ a a2 a) 4nmey a2 -q -q
B du aux charges de C, D et A. D c

1 1 1 1 .
c= 1 |24 2 42|=—94 = . Cestle potentiel en

drneg\ a a2 a) 4mey a2

C du aux charges de D, 4 et B.
q (1 1 1 q 1 , .

Vp = —+ - |=— : C’est le potentiel en D du aux charges de 4, B et C.

dreyg\ a a2 a 4reg a2

L’énergie du systeme est négative. Le systeme céde de |’énergie au milieu extérieur. En effet si
I’on étudie les forces électriques qui agissent sur chaque charge, on s’apergoit que la résultante
ne peut pas s annuler. Le systeme est dans un état instable et il doit céder de [’énergie (les
charges doivent se repositionner) pour se stabiliser.

EXE 27
I)
S S
\ L \
s(O, r) SO, R)
__ 1 g, 1 0
dmeg r 4meyg L
I ¢ 1 0

= —+ —
47[80 L 471'80 R
On déduit de ce systéme les expressions de g et Q :

q= r(47zgov —%)

Remarque
Pour maintenir s a un potentiel constant v, on doit [’alimenter en quantité de charges. En effet on
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voit dans |’expression de q que celle-ci dépend de L. Si L change, q doit aussi subir une
modification pour que v reste le méme.

A titre d’exemple :  Quand S esta Lo de s, q = r[47r80v - Lg]
0

Quand S esta o de s, q=r4ngyv

On en déduit que s a recu au cours de la variation de L (de Ly a l’infini) une charge

, . , T . ) s . , . , \
supplémentaire Aq égale a L_Q . Soit un apport d’énergie supplémentaire AEs,, égale a vAq.
0
2) Les deux sphéres sont équivalentes a leurs charges placées a leurs centres. Chaque conducteur
exerce sur 1’autre une force électrique, d’intensité F,, donnée par la loi de Coulomb :
1 . . r
F, = 92 . Si’on remplace ¢ par son expression nous aurons : F, = ro v— 0
dney [ I’ 4y
3) Si g et Q sont de méme signe, la force sera répulsive et son travail pour un déplacement dL
sera donné par dW, = -F, dL. Pour un déplacement de Ly jusqu’a I’infini, nous aurons :

+0 2
W,=— [FaL=-"2", "2 5
L, Ly  4ney2L;

. . 1
4) L’énergie électrostatique du systeme est W = E(qv+QV). On remplace ¢ et V par leurs

expressions on trouve :

2
1 1
AL=Ly, W; ==|4neyrv’ + Q" | I_r
i 0
2 drey | R Lﬁ

2
1
AL=w:Wp=— 4ﬂ£0rv2+ 0
2 4reyg R

5) Le gain en énergie AE du systéme au cours du déplacement est :
2
r
AE = LZ
87[80 L0

A ce gain d’énergie il faut ajouter 1’énergie AEj,, vue précédemment.

Le gain réel d’énergie est donc : AE + AEy,,

rQv
Ly

Que I"on peut écrire sous la forme W, + AW — AW, =0 et ainsi la conservation de I’¢nergie

+AE =—-AE,, + AE

6) On remarque que E, = — sup

est bien vérifiée tout au long du déplacement de §.

EXE 28
Nous allons calculer d’abord le champ et le potentiel créés par un cylindre infini quand le Point

M est situé entre les armatures.

Symétrie cylindrique, S = surface de Gauss de hauteur & et de rayon r. Le champ est
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perpendiculaire a 1’axe du cylindre.

R

Théoréme de Gauss : E27rrh=£2ﬂR1h —p=2"

&y Egr
. R R R R;, R
[-v = [Edr =" ar_o LnR,-nR;)=""Lm=2
v, R, € g, " %0 g R

La charge de ’armature interne de longueur fini & est Q = 02 7 R; h. Le potentiel devient :

R
V-V, = € %2 on en déduit
271'6'0]1 RI
2ney h
C= ”‘91;’
n—2
R

R R; +
Sie=R2-R1<<R1_ ln—zzlnl—ezln 1+i Ni
R; R; R;) R

27ep hR &pS .
077 _ %02 ¢ ¢tant la surface de I’armature interne
e e

D’ou C =

EXE 29

EC e®EC1
]_—— o = C:

iy &9S
La capacité d’un condensateur plan est C = 202
e
Quand on introduit la lame d’épaisseur d, on se trouve avec deux condensateurs en série de
o o , 1 1 £9S
capacité C; et C,. La capacité équivalente est donnée par =—+— avec C; = 202 et
équ ¢ ¢ €]
9SS
c,="2"
€2
. 1 e e, ej+e2 e—d 1 d

Cogu €05 €9 €S &S C &8
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La capacité du condensateur a augmenté. Plus la lame est épaisse plus la capacité obtenue est
grande.

Ce moyen d’ajout d’une lame entre les armatures est trés utilisé pour usiner des condensateurs
ayant les mémes dimensions mais des capacités différentes.

EXE 30
0o -0 Or -Or
C 0’r -0’
C
Source de
charges —>
| 4

Initialement Q = C V.
En reliant C a C’ les deux condensateurs seront forcément en paralléle : V'=0y/C= 0’/ C".
Ils partageront donc la charge initiale : Q = Qs+ Q’,=>C Vy=(C+C’) V

C

On en déduit ’expression de : V' = Vo
c+C
Les charges seront alors: Q p =CV = c’ Vo ;0 r,=C'V = cc V,
s il crc %S crc’
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Electrocinétique

EXE 1

1- On transforme le triangle du milieu en étoile et on remplace les résistances en série par leur
équivalent. Le circuit devient :

On débranchant R, nous aurons

2
Ry, —6R/4R=2%R
10

Vth =E1—4R10 =E2 +6R10

E,-E

10R
remplace dans I’une des expressions de V. On trouve : Vi = (6 E; + 4 E3)/10. Le générateur de
thévenin connecté a R est :

Iy est le courant sortant de la borne (+) de E; quand R est déconnectée. I = 2 que I’on

Ry, 1
V. 3E;+2E
Vi T R, + R 17R

2- A I’aide des lois de Kirchhoff

E;—RI
Loi aux nceuds : E;=4R I, + RI. => I; = 14R

E, - RI

-E;=-6RL,—RI. => I,= 26R

3E; +2E

Loi aux mailles : I1=I;+1I,. => I= ( 1 2)
17R

3-AN:R=IMQE;=23VetE,=15/2.
I=1 puA.
On remarque que 2R 3R 5R
Entre B et C, il y a deux résistance en // qu’il faut E |:’WW\' I V\WV:I_
ajouter 4 R pour obtenir la résistance =1 3R 3R Ez
équivalente entre B et H. 4 2 2 2
Entre B et K, il y a deux générateurs en séries et IR R
deux résistances en série aussi.
Entre C et F, il y a un générateur et un récepteur 3E; § R'= R 3E,
en série et deus résistances en série aussi. 4 T 4 T 2

Tout calcul fait, on retrouve le méme circuit que
celui de la question précédente et donc on aura le
méme courant.
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EXE 2

C X y b Iy
AW—a—]

.3 ’%R Sout :.

Figure 4 Figure 4 avec R déconnectée

1- On suppose d’abord que I se dirige de 4 vers B. On déconnecte la branche contenant le
courant I a calculer. Ey, est alors la d.d.p. entre 4 et B: Ey = V4 — Vp. Soit Iyg, Iy; et Iy, les
courants de ce circuit intermédiaire qui ne constitue qu’une étape de calcul.

= Egp=-blyg—clpy=X1p+alp.

= -(a+c¢)lp;=(X+b)Iy.
Cette dernicre équation est aussi égale a E d’apres les mailles contenant ce générateur. Ceci nous
conduita :

E Y
Iy; = et Iy, =
01 X+b 02 a+c
XE E
Etdonc Ey = -4
X+b a+c

La résistance équivalente de Thévenin Ry, se calcule en court-circuitant E. Dans ce cas C et D
constituent électriquement un seul point. Le circuit devient :

On s’apercoit facilement que Ry, = (X/b) + (a//c). AW + 4
. Xb ac AWWY
Soit: Ry, = + C=D b
X+b a+c AL
Il reste maintenant a remplacer tout le circuit par le générateur de AN ¢ B
Thévenin et reconnecter R : ¢
Selon la loi simple de Pouillet, nous avons Ey = (R, + R) 1. En
remplacant Ry, et Ey par leurs expressions, on en déduit la valeur de —%WW_;_?A
I: — th % R
E;,T
X(a+c)-a(X +b) B

" Xb(a+c)—ac(X +b)+ R(X +bYa + c)
2-a- I nul. C’est la condition d’équilibre du pont

x=4
c
g < . ab
b- I soit dirigé de 4 vers B. C'est-a-dire I positif : X > —
c
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: . : b
c- I soit dirigé de B vers A. C'est-a-dire I négatif : X < @
c

EXE 3

r C r
M- MM

B
A PWW\ L AAV—AW—
r r r r
AN
|
I
1

r

E
Figure 5

1- La méthode la plus simple et la plus rapide consiste a

transformer le circuit.
La portion BCD est un triangle que ’on peut transformer en

étoile. Le circuit devient :

Equivalent a :

r r
MW—— AW
§ 13
A \ AMMN
a3 4r/3

r C r
MWW —— MWW
§ 13
FAMAM—AMAM—— A —AMN
r /3 ¥/3 r

On doit maintenant appliquer la transformation de Kenelly soit du coté AC soit du coté CF et on

fait la somme des résistances qui sont en série :

' C
W 18

9r/8 C

174 F

9r/6

I
Il
E
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Ce qui est équivalent au circuit simple ci-contre :

La loi de Pouillet nous permet alors d’écrire : E = gl . Soit I = 8LE
r

2- A.N.: I=1 mA.

EXE 4

Si le courant de la résistance de 8 k€2 est nul, on peut substituer cette branche par une résistance

infinie. Le circuit devient :
_l___ 3 kO

2kQ
10V 2O 3k0

Y 0T

Equivalent a

10V =
3 kQ §>2k0 10V 2 k0
3k
20V ‘

20V

Ce dernier circuit est symétrique, les courants des branches contenant les générateurs sont
identiques. Pour une maille, nous avons : 10 = 5.10° I. Soit I = 2 mA. A part le court circuit,
toutes les branches sont parcourues par un courant égale a 2 mA.

Mailles Indépendantes

3kQ

1, 3k WY >

e — 10VT @ m_

0v

VW WY
2kQ

10V ézm =sk0 I”V 2k.0§ =240 =8k
3 k0 T 3 k0 Q
Is
I;

-

<

I, .
20V 20 V 13

Il y a cinq courants réels inconnus. A 1’aide des mailles indépendantes, on n’a que trois
inconnues.
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On écrit la loi de Pouillet corrigée pour toutes les mailles :

10=5.10°i;-2.10° i; => 107 = 5i;- 2i;
10-20=5.10° i,- 2.10° i; => 107 = 2i;- 5i,
0=12.100i;-2.10° i, - 2.10° i, =>6i3=i,+i

Les deux premiéres équations donnent 4 i3/5 = i + i; avec la troisieme on en déduit que i; = 0.
Danscecasi;=-i=0,2 A.

On comparant les branches du circuit initial et du circuit éclaté, on en déduit :

1 1= i 1= 0,2 A

I 2= -iz = 0,2 A

I3 =i3=0 A. On retrouve le résultat de la question 1.

I4=i3-i2=0,2A

I5=i3-i2=0,2A

Excepté la résistance de 8 k€2, le méme courant parcourt toutes les branches.

Problémes de révision

Prol
Une sphére conductrice §' de centre O et de rayon R, contient une distribution de charges

uniforme qui crée donc en tout point de I’espace un champ électrostatique E .

S
1- Donner et expliquer la nature de la distribution de charges. A;
2- Quelle est la valeur du champ a I’intérieur de S. Justifier votre réponse.
3- Calculer le champ a I’extérieur de S tout en restant au voisinage de la .
surface de celle-ci. M

4- Schématiser les lignes de champ au voisinage de . Justifier votre réponse.
5- En déduire le module E du champ en un point M de la surface de S.

6- Calculer le module df de la force électrostatique d—f’ exercée par les autres charges de la sphere

sur une charge ponctuelle dg placée en M.
7- En déduire la pression électrostatique P exercée sur dgq.
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Solution
Prol
1- La distribution est surfacique o car § est un conducteur.
2- Et donc, selon le théoreme de Gauss, en tout point a I’intérieur de .S le champ sera nul
3- On applique le théoreme de Coulomb. Le champ au voisinage de S est

o A

"a ~ |/

4- § est un conducteur. Tout conducteur est équipotentiel. La surface de §
est une surface de niveau. Les lignes de champ sont donc perpendiculaires *— v >
as.

5-Dans S E=0 / ™

v

.. , L. o
Au voisinage de S du coté extérieur E = — Li
£9 igne de champ

E;;+FE
En M, on prend la moyenne E(M ) = int et _ 9

2 2¢ 0
6- Calculer le module df =dq E = s dS E. En remplacant E par son expressiondf = Z: das .
0
2
7- De la question précédente on déduit: P = Ey
€0

Prob2
Une sphere conductrice S, de rayon intérieur R et de centre O, est placée dans le vide. M désigne
un point quelconque de I’espace tel que OM = r. L’origine des potentiels est prise a 1’infini.

1- § porte une charge Qy. Donner, sans faire de calcul, le potentiel V(r) créé par Qp quand r < R
et r =R’ > R. Justifier votre réponse.
2- On place § dans une deuxiéme sphére S’°, de rayon R’, de sorte que les deux sphéres soient
concentriques.
Initialement S’ porte la charge Q’. Apres influence, sa charge devient Q° = Q; + @, ou Q; et
0:sont respectivement les charges portées par les faces interne et externe de .S”.
a- Déterminer Q°.
b- Calculer, en fonction de R’ et Q», le potentiel V'’ de §”.
c- En déduire, en fonction de R, R’ et Qy, I’expression de la différence de potentiel V-V
d- Montrer que si I’on relie §” a la masse, le nouveau potentiel de § (noté V) prend la valeur
V-v’.
e- En déduire la capacité C du condensateur ainsi formé.

Solution
Prob2
1- Une sphére portant une charge en surface est équivalente a sa charge concentrée a son origine.
Donc quand r =R’ > R, le potentiel est V' = %
dre 0T

Quand r < R, la sphére étant conductrice, son potentiel est constant. D’apres la continuité du
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I %

47[80 R

potentiel nous aurons V =

2- On place S dans une deuxieme sphére S’, de rayon R’, de sorte que les deux sphéres soient
concentriques.
Initialement §” porte la charge Q’. Apres influence, sa charge devient @’ = Q; + @, ou Q; et
0;sont respectivement les charges portées par les faces interne et externe de .S’

a-0’=0;+0ravec Q;=-Qpet Q2=0p+ Q.

Soit 0’=-0p+ Qo+ 0’ =0’

Résultat prévu puisque la charge totale de S’ doit rester la méme selon le principe de la
conservation de la charge.

b- 1’ est du a la présence de la charge Q’y et de la charge Q’. On peut donc écrire :

1010
47[80 R’ 47[80 R

1
_ Ql +Q2 + 1 & Y d'ou V'= 1 &
4rneg R’ 4rmeg R’ 4mey R’
__ 1 =0+ 0 I O
472’80 R’ 47[80 R ]

C-

1o, 1%
4rmeg R 4rmey R

_ 1040, 1O
dney R 4ngy R 0y (1 1)

— 1 _Q0+Q2 + 1 & 47[80
4meg R’ 4meg R

— &(i_ij + V'
4meg \ R R’

d- S’ est a la masse, son potentiel et sa charge externe deviennent nuls. Sa charge totale est celle
de la face interne c'est-a-dire -Qy.

1 -0, 1 Q

J

n— '
DY B
4meg\ R R’
e- Sachant que la capacité d’un condensateur a influence totale est C = &/ -, on en deduit
' —
que C =4rgy R R

Remarque : On peut calculer C avant de relier S’ a la masse, le résultat reste le méme ; ceci
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montre que la capacité est indépendante de la charge et du potentiel et ne dépend que de la
géométrie et des dimensions du condensateur.

Pro3
Considérons le réseau de la figure 1 ou G est un générateur de 6 Volts et R;, R, et R; sont des

résistances égales respectivement a 12 €2, 6 Qet 12 Q.
A

Figure 1
1- a. Combien le réseau comporte-t-il de nceuds et de branche ?
b. Combien d’équations indépendantes pouvons-nous obtenir a I’aide des lois de
Kirchhoft ?
c. Etablir ces équations et résoudre le systéme obtenu.
2- En utilisant la méthode des mailles indépendantes, retrouver ces courants. En déduire la

valeur de lad.d.p. V4 — V3.
3- A l’aide des résultats précédents, trouver la valeur V4 — Vg de la tension entre les bornes
A et B du circuit de la figure 2.

G— 180 420
H
B 3612
Figure 2
Solution
Pro3

Figure 1
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1-

a. Le circuit contient n = 2 nceuds ; C et D. Il contient aussi b = 3 branches : DABC, DC
en passant par R; et DC en passant par G.

b. Loi aux nceuds : n - I = I équation

Loi aux mailles : b - (n - 1) = 3 — 1 = 2 équations indépendantes.

C.Io=11+12
G=R:+Ry I,
G=R111
. G G
Ce qui donne : I;,=—=0,504 31y = =0,33A4;
RI R1+R2

2R; +R;)G
10=—( 1+R;) =0,834

R;(R;+R;)

Le circuit comporte deux  mailles
indépendantes. On choisi comme sens positif
celui des aiguilles d’une montre. iy et i sont les
courants fictifs de chaque maille. On applique
pour chaque maille la loi de Pouillet modifiée.
G=R 1 io -R 1 iz
0= (R;+R;+R3) iRy
On en  déduit facilement que

(R 1t R 2t R 3 )G .

0" (R; +R3)R, o

TR, +R;
. 5 . 1
A.N.: 10=E=0’83A ; 12=§=0,33A

En comparant le circuit réel a la représentation des mailles indépendantes, on a :
10=i0=0,83A,’Iz=i2=0,33A;Il=i0—i2=0,50A

VA - VB=R312 =4V.

Les bornes F et H du circuit de la figure 2 sont au méme potentiel. On peut les réunir et
dans ce cas il apparait que les résistances 7 Q et 42 Q sont en paralléles de méme que les

résistances 18 Qet 36 €2 Le circuit obtenu est identique a celui de la figure 1 et
VA — VB =4V.
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